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«Die DMK setzt sich zur Aufgabe, den Mathematikunterricht an Mittelschulen zu férdern. Insbesondere tragt sie
durch die Herausgabe von mathematischen Lehrmitteln [...] dazu bei, dass dieser Unterricht auf hohem Niveau
stattfindet.»

Diesem Zitat aus dem Reglement der Deutschschweizerischen Mathematikkommission folgend hat die DMK in den
vergangenen Jahren ihre Lehrmittel und Aufgabensammlungen fiir das Grundlagenfach zu den Themen Algebra,
Geometrie, Analysis und Stochastik iiberarbeitet und aktualisiert. Weiter gibt sie zwei Formelsammlungen heraus,
welche in Zusammenarbeit mit der Deutschschweizerischen Physikkommission und der Deutschschweizerischen Che-
miekommission aktuell gehalten werden.

Da es fiir das Schwerpunktfach Physik und Anwendungen der Mathematik oder das Ergédnzungsfach Anwendungen
der Mathematik keine oder nur wenige geeignete Lehrmittel gibt, gehort es zum Alltag der Lehrpersonen dieser
Féacher, die Unterrichtsmaterialien in Eigenregie zu erarbeiten. Aus diesem Grund hat sich die DMK vorgenommen
in den kommenden Jahren Unterrichtsmaterialien zu verbreiteten Inhalten des Schwerpunkt- und Ergénzungsfachs
herauszugeben und diese zur Verfigung zu stellen. Da wir den Markt fiir diese Unterrichtsmaterialien als klein
einschétzen, haben wir uns entschieden auf eine Verdffentlichung in Form von Biichern oder gedruckten Broschiiren
zu verzichten. Die so entstandenen « Themenhefte» sollen von der Homepage der DMK heruntergeladen werden und
im Unterricht eingesetzt werden kénnen. Die Benutzerinnen und Benutzer mochten wir auffordern, die durch die
Autorinnen und Autoren geleistete Arbeit zu respektieren und mit der Bezahlung eines Honorars dazu beizutragen,
dass weitere solche « Themenhefte» entstehen kénnen. Informationen zur Bezahlung und auch die Datei zum Download
findet man auf der Website der DMK: dmk.vsmp.ch

Den Anfang in der Reihe bildete das Themenheft «Komplexe Zahlen und Funktionen». Weiter geht es nun mit
dem vorliegenden Themenheft zu Matrizen. Ein grosses Dankeschon geht von Seiten der DMK an Daniela Grawehr
und Nima Moshayedi fiir ihren grossen Einsatz, ihre Autorenschaft und den Satz. Ebenfalls bedanken méchten wir
uns bei Prof. Thomas P. Wihler und dem Haupt Verlag fiir die Erlaubnis, das Kapitel «Eigenwertbestimmung durch
Iteration» aus seinem Buch «Mathematik fir Naturwissenschaften: Einfithrung in die lineare Algebra» im Themenheft
zu integrieren. Weiter méchten wir uns bei Heinz Klemenz fiir seine wertvollen Anregungen in der Anfangsphase des
Projekts bedanken sowie bei Maria Rupflin fiir das sorgfiltige und umsichtige Korrekturlesen. Und ein spezielles
Dankeschon geht natiirlich an Michael Anderegg aus der DMK fiir die Projektleitung.

Fir die Deutschschweizerische Mathematikkommission
Andrea Peter, Prasidentin


http://dmk.vsmp.ch/page/de/lehrmittel/themenhefte

Die Thnen vorliegende Themenheft ist fiir den gymnasialen Unterricht im Schwerpunkt- oder Ergédnzungsfach kon-
zipiert. Das Ziel war es, die Matrizenrechnung von ihren zahlreichen Anwendungen her zu motivieren. Es ist vom
Inhalt her absichtlich breit ausgelegt und die Lehrerinnen und Lehrer miissen eine geeignete Auswahl treffen.

Das Material ist in zwei Teile aufgeteilt. Will man nur einen kleinen Einblick in das Thema gewéhren, empfehlen sich
Kapitel 1-3, in denen die Grundlagen des Rechnens mit Matrizen gelegt werden. Hier kann Kapitel 1.7 weggelassen
werden, wenn die Schiiler Gleichungssysteme sicher 16sen. Kapitel 5-8 beschéftigen sich mit Abbildungen, Determi-
nanten und Eigenvektoren. Jeweils am Ende eines solchen Teils gibt es «Vermischte Aufgaben» (Kap. 3 und 8), die
es den Schiilerinnen und Schiilern ermoglicht, den Inhalt anhand von Aufgaben vertieft zu iben oder sie kénnen der
Lehrperson auch als Pool fiir weitere Aufgaben dienen.

Numerische Methoden nehmen an Bedeutung zu und somit bietet es sich an, bei der Matrizenrechnung mit Octave
zu arbeiten. Der Anhang gibt einen Uberblick iiber die Octave-Syntax, die fiir die Matrizenrechnung notwendig ist.
Fiir das Kapitel 7.2 empfiehlt es sich, dass die Schiilerinnen und Schiiler diese Syntax bereits beherrschen und ein
wenig Programmiererfahrung haben. Im Themenheft gibt es einige Unterkapitel, welche, ohne den roten Faden zu
verlieren, durchaus weggelassen werden konnen, dies sind Kapitel 4, 5.4, 5.5, 6.5, 7.2 und 7.3. Die Losungen der
Aufgaben befinden sich nach Kapiteln geordnet am Ende des Themenhefts.

Das Material ist aus einem Unterrichtsskript entstanden und hat sich tiber die Jahre hinweg entwickelt. Wir danken
den Schiilerinnen und Schiilern, die mit grosser Begeisterung Fehler gesucht haben und mit hilfreichen Ideen zur
Verbesserung dieses Themenheftes beigetragen haben.

Jede Riickmeldung zu diesem Lehrmittel ist sehr willkommen, sei es ein Hinweis auf Fehler, die sich eingeschlichen
haben, sei es ein Lob oder eine Kritik oder spannende Ideen, die man in zukiinftige Versionen einarbeiten kénnte.

Daniela Grawehr
Nima Moshayedi



1 Rechnen mit Matrizen 1

1. Das Zentrallager einer Mobelhauskette will an seine Filialen in Bern, Luzern, Aarau und Ziirich jeweils fiinf ver-
schiedene Stuhl-Modelle liefern. Der Lieferumfang fiir den Monat Januar wird durch folgende Tabelle beschrieben.

Modell A | Modell B | Modell C | Modell D | Modell E
Bern 150 200 300 100 100
Luzern 200 250 350 150 100
Aarau 150 220 250 100 120
Ziirich 250 150 300 150 180

a) Wie viele Stiihle werden insgesamt im Januar nach Aarau geliefert?
b) Welches Modell wird im Januar am hiufigsten ausgeliefert?
¢) In den Monaten Februar bis November werden an alle Filialen jeden Monat gleich viele Stithle wie im Januar

geliefert. Erstelle eine Tabelle, die den Lieferumfang fiir die ersten 11 Monate des Jahres beschreibt.

d) Wegen des Weihnachtsverkaufs werden die Filialen im Dezember mit mehr Produkten beliefert. In der folgen-
den Tabelle sind die Lieferzahlen fiir den Monat Dezember ersichtlich. Berechne den gesamten Lieferumfang
fiir November und Dezember.

Modell A | Modell B | Modell C | Modell D | Modell E
Bern 200 350 400 150 150
Luzern 250 300 200 150 150
Aarau 175 250 250 150 150
Ziirich 300 250 350 175 200

Tabellen als Matrizen darstellen

Lésst man die Spalten- und Zeilenbezeichnungen weg, reduziert sich eine Tabelle auf eine Anordnung von Zahlen.

200 350 400 150 150
250 300 200 150 150
175 250 250 150 150
300 250 350 175 200

m X n—Matrix

Ein rechteckiges Schema mit m Zeilen und n Spalten nennt man eine m x n-Matrix.

Matrizen werden gewo6hnlich mit Grossbuchstaben A, B, C, ... bezeichnet.

Die einzelnen Eintrédge (a;;) (¢ =1,...,m; j =1,...,n) im Schema heissen auch Komponenten der Matrix.
air a2 A1n
a21 Q22 G2n
am1  Am2 Amn

m X n heisst die Grosse der Matrix A.

Eine Matrix heisst quadratisch, falls sie gleich viele Spalten wie Zeilen hat, d.h. m = n gilt.

DMK — Matrizen Version 20. September 2026



1 Rechnen mit Matrizen 2

2. Notiere die 3 x 4-Matrix, fiir die gilt: a12 = 4, as2 = 2, az; = 6, a14 = 8, az3 = 1 und a;; = 0 sonst.

3. Notiere eine m x n-Matrix (a;;) mit folgenden Vorgaben:

a) m=n=3, b) m=4,n=3,
a;; =1 fir i = j, a;; = 0 sonst ajj =1—7
c) m=3,n=25, d) m=4,n=4,
aij:sz aij:i2+j2

In Aufgabe 1 haben wir gesehen, dass man zwei Zahlentabellen addieren (Teilaufgabe c¢)) oder eine ganze Tabelle
mit einer Zahl multiplizieren kann (Teilaufgabe b)) .

Addieren und Subtrahieren von Matrizen

Zwei Matrizen A und B konnen addiert bzw. subtrahiert werden, wenn sie gleich viele Spalten und Zeilen (gleiche
Grosse) haben. Man addiert bzw. subtrahiert dann jeweils die Eintrage, welche an der gleichen Stelle stehen.

a1 ai2 ... Qin b1 bia ... bin
a1 A22 ... Q2pn bar  baa ... ban
A = B B =

Am1 Am2 -+ Gmn b1 bmz ... bmn
ail + b11 ai12 + b12 . A1n + bln
a1 + b21 a922 + b22 . a9n + bgn

A+ B= )

A1 £bm1 Gm2E£bma .. amn b

A+ B heisst die Summe, A — B heisst die Differenz der Matrizen A und B.

Multiplikation mit einem Skalar

Eine Matrix A wird mit einem Skalar k£ multipliziert, in dem man jeden Eintrag in der Matrix mit diesem Skalar
multipliziert.

a1 ai2 . A1n
a1 a2 a2n
A =

Am1 Am2 ... Amn
k'dll k-a12 k-aln
k~a21 k~a22 ]{1~a2n

k-A=

k-ami k-ama ... k-amn

k - A heisst das k-fache der Matrix A und kann auch als kA geschrieben werden.
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1 Rechnen mit Matrizen 3

4. Die Matrizen A, B, und C sind folgendermassen gegeben:

2 4 1 -9 0 6 4 8 2
A_<3 5 6>’ B_<6 -3 0)’ C_<6 10 12)

Berechne:

a) A+ B b) B—A c)

Nt

C d) 34—
5. Zeige, dass fiir zwei Matrizen A, B der gleichen Grosse allgemein gilt:

2A+ 2B =2(A+ B) = 2(B + A)

6. Begriinde: Fiir die Addition von Matrizen und die Multiplikation mit einem Skalar gelten die iiblichen Rechen-

gesetze.
a) A+ B=B+ A b) A+ (B+C)=(A+B)+C
c) s(tA) = (st)A d) t(A+ B)=tA+tB

1.3.1 Bestellmatrizen

Eine Bestellmatrix haben wir bereits in Aufgabe 1 gesehen. Bestellmatrizen geben an, wie viel ein Kunde (Zeilen-
Namen) von einem bestimmten Produkt (Spalten-Namen) bestellt.
Es ist empfehlenswert, die Zeilen und Spalten anzuschreiben. Bei der behandelten Aufgabe sieht das dann so aus:

A B C D FE

150 200 300 100 100
200 250 350 150 100
150 220 250 100 120
250 150 300 150 180

N =

1.3.2 Produktionsmatrizen

7. Mehrstufiger Produktionsprozess
FEin Joghurthersteller stellt in einem zweistufigen Produktionsprozess aus den drei Rohstoffen Ry, Ro, R3 zwei
Zwischenprodukte Z7, Zs her, aus denen dann drei Endprodukte F1, Es und E3 hergestellt werden.
Man kann den jeweiligen Materialbedarf durch das folgende Diagramm beschreiben. Dabei geben die Zahlen an
den Pfeilen an, wie viele Tonnen jeweils fiir eine Tonne des entstehenden Produktes verarbeitet werden, z.B.
werden 4 Tonnen R; und 5 Tonnen R fiir eine Tonne Z; bendtigt.

DMK — Matrizen Version 20. September 2026



1 Rechnen mit Matrizen 4

a) Beschreibe den Materialbedarf zwischen den Rohstoffen und Zwischenprodukten durch eine Matrix.
b) Beschreibe den Materialbedarf zwischen den Zwischenprodukten und den Endprodukten durch eine Matrix.

8. Die folgende Produktionsmatrix ist gegeben. Zeichne das Produktionsdiagramm.
E, FE> FEj
R (4 5 2
R, \7T 1 3
1.3.3 Ubergangsmatrizen

9. Das Kauferverhalten bei zwei grossen konkurrierenden Velohdndlern wurde mit Marktanalysen beobachtet. Dabei
wurde Folgendes festgestellt:
65% derjenigen Personen, die bereits ihr letztes Velo bei Amstutz gekauft haben, kaufen auch ihr niachstes Velo
bei diesem Héndler.
15% der bisherigen Kunden von Amstutz wechseln beim Kauf ihres ndchsten Velos zum Konkurrenten Betschart.
Der Rest der Kunden wechselt zu einem anderen Velohdndler.
Beim Héndler Betschart kaufen 40% der bisherigen Kunden auch ihr neues Velo, aber 30% wechseln zu Amstutz
fiir den Kauf ihres neuen Velos.
Von anderen Velohdandlern entscheiden sich beim Kauf eines neuen Velos 15% fiir Amstutz und 25% fiir Betschart.
Das Wechselverhalten ist in folgendem Ubergangsgraph festgehalten.

65%

40%

25%

a) Ergéinze im Diagramm die fehlenden Werte. B
b) Das Wechselverhalten der Kaufer 1dsst sich mit Hilfe einer Ubergangsmatrix darstellen.

A B X
A /0.65 0.30 0.15
Bl ... 040 0.25

X

Erginze die fehlenden Werte.
c) Was gibt allgemein das Element a;; an?
d) Was lésst sich iiber die Spaltensummen sagen?
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1 Rechnen mit Matrizen 5

Ubergangsmatrix

Ubergangsmatrizen beschreiben das Wechselverhalten zwischen zwei Zustdnden.

A B .. X
A bleibt bei A  von Bnach A ... von X nach A
B | von Anach B  bleibt bei B ... von X nach B
X \von Anach X von Bnach X ... bleibt bei X

10. In den Schweizer Alpen wird im Grenzgebiet Schweiz-Frankreich-Italien eine bestimmte Art Wildtiere ausgesetzt.

Zu Beginn befinden sich alle Tiere in der Schweiz. Der folgende Ubergangsgraph zeigt die prozentuale Verinderung
der Population in den drei Ladndern von Jahr zu Jahr.

a) Trage die fehlenden Zahlen in den Graphen ein.
b) Erstelle die Ubergangsmatrix.

11. Die folgende Ubergangsmatrix ist gegeben.

A B C D

A /03 02 02

B 03 0.3 0.1
Ccl103 01 0.4
D 0 01 05

a) Ergénze die fehlenden Werte in der Matrix.
b) Erstelle den Ubergangsgraphen.
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1 Rechnen mit Matrizen 6

12. Fritz hat beschlossen, Geld zu verdienen, indem er selbst gebackene Muffins an Privathaushalte liefert. Bei ihm
kann man die Geschmacksrichtungen Schokolade, Himbeer, Heidelbeer, Apfel und Haselnuss bestellen. Um die
Grundzutaten Mehl, Eier, Zucker und Butter moglichst effektiv fiir beliebige Bestellungen einkaufen zu kénnen,
hat er eine Tabelle erstellt, in der angegeben ist, wie viel der Zutaten fiir einen Muffin der jeweiligen Sorte
benotigt wird.

Schokolade | Himbeer | Heidelbeer | Apfel | Haselnuss 99 33 925 33 99
Mehl (in g) 22 33 25 33 22 0 03 02 02 02
Eier 0 0.3 0.2 0.2 0.2 A=, 9 2'2 1'7 2'0 2'5
Zucker (in g) 19 22 17 20 25 5 10 10 12 15
Butter (in g) 5 10 10 12 15

Die erste Bestellung ist fiir einen Kindergeburtstag: Wir kénnen diese Bestellung als Auftragsvektor

Schokolade: 15 Stiick schreiben:

Himbeer: 10 Stiick 1150
Heidelbeer: 12 Stiick 7= 19
Apfel: 8 Stiick 8
Haselnuss: 5 Stiick 5

Berechne, wie viel der Zutaten fiir diese Bestellung eingekauft werden miissen. Beschreibe den Loésungsweg.
Schreibe das Ergebnis als Vektor.

Multiplikation von einer Matrix mit einem Vektor

Es sel A eine n x m-Matrix und b ein Vektor mit m Komponenten (so viele, wie A Spalten hat). Das Produkt
A b ist ein Vektor mit 7 Komponenten. Seine i-te Komponente erhélt man, indem man die i-te Zelle von A mit
b «verrechnet»: Man multipliziert den ersten Eintrag der Zeile mit der ersten Komponente von b den zweiten
mit der zweiten usw. und addiert alle diese Produkte. Das ist genau das Vorgehen aus Aufgabe 12.

Beispiel
1
3 2 1 —
A:( ) g
1 0 2 4
1
3 2 1 3-14+2-0+1-4 7
1 0 0= * - *
4
3 2 1 _ (1) _ * _ *
1 0 2 A S\ 1-140-042-4 )\ 9

1
- (321 7
vi=(a) )0

Man kann die Eintrage der Matrix und Komponenten des Vektors zum einfacheren Multiplizieren auch in ein Schema

schreiben:
1
0
4
3 2 1131 + 20 + 14 =7
1 0 2|11 4+ 00 + 24 =9 ]
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1 Rechnen mit Matrizen 7

13. Berechne:

0 1 -2 4
a) (Z _31)<_23) by (-1 2 3] (-1
1 0 0 3

14. In einem Landwirtschaftshandel gibt es zwei verschiedene Sorten Diinger. Beide Sorten bestehen aus Stickstoff
(N), Kaliumoxid (K20) und Kalziumoxid (CaO). Die folgende Tabelle gibt die Anteile an.

| XY
N 0403
K;0 | 0.4 | 0.2
CaO | 0.2 | 0.5

Ein Kunde bestellt 20t von Diingersorte X und 5t von Diingersorte Y.
Notiere die Berechnung in Matrizenschreibweise und rechne aus.

15. Wir verwenden die Matrix der Zutatenmengen A aus Aufgabe 12.

22 33 25 33 22
0 03 02 02 0.2
19 22 17 20 25
5 10 10 12 15

Hiermit sollen nun folgende Bestellungen bearbeitet werden:

Kunde X | Kunde Y | Kunde Z
Schokolade 15 3 4 153 4
Himbeer 10 4 12 B_ 18 ;l 152
Heidelbeer 12 2 5 3 1 4
Apfel 1 4 5 18
Haselnuss 5 1 8

Da die einzelnen Bestellungen durch drei unterschiedliche Backteams bearbeitet werden, braucht Fritz nun die
Zutatenmengen fiir jeden einzelnen Auftrag.

Berechne fiir die einzelnen Auftridge die Anzahl der jeweils erforderlichen Mengen der Zutaten.

Beschreibe den Losungsweg.

Schreibe das Ergebnis als Matrix.

Multiplikation von Matrizen

Gegeben sind eine | x m-Matrix A = (a;;) und eine m x n-Matrix B = (bj).

Dann ist das Produkt C'= A - B der beiden Matrizen A und B als eine | x n-Matrix C' = (¢;,) definiert, deren
Elemente man so erhélt:

Jedes Element c¢;; von C berechnet man als Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors der Matrix A mit dem k-ten
Spaltenvektor der Matrix B.

DMK — Matrizen Version 20. September 2026



1 Rechnen mit Matrizen 8

Beispiel
8 -2 -1
2 -1 .0 5 0 3 4
A_<—4 0 3 2)’ B=112 -6 10
31 0
8§ -2 -1
2 —1 0 5) [0 3 4| _ (28+(-1)0+012453 x x\ _ (B « «
-4 0 3 2 12 -6 10| * x %)\ % ok
31 0
8§ —2 -1
2 -1 0 5 0 3 4 31 -2 —6
A'B_<—4 0 3 2)' 12 —6 10 _(10 -8 34>
3 1 0

Man kann die Eintrdge der Matrizen folgendermassen in ein Schema schreiben:
(genannt Falk-Schema, benannt nach Sigurd Falk, Professor an der TU Braunschweig)

g8 -2 -1
0 3 4

B o, 12 -6 10
Ao 31 0

2 -1 0 5Bl -2 -6
3

4 0 2| 10 -8 34
—
16
14 (P77 2 3
a) ([ 1 o) 12 1 I N I P
4 0 5 2
-1 0 3 -5
101 1 2 3 -2 -1 4 2
2 -1 4
o |t 1 1] (-1 -2 -3 d)(32_012_54> -3 1 -4 -6
110 1 0 1 3.7 -7 2
2 1 -2 -3
12 12
e (3 =5 7)-[-11 f)y (-11]-3 -5 7)
10 10

17. Bestellmatrizen

Das folgende Gartenhaus wird in Baumérkten angeboten 1.

I'Wir danken Tene Schweiz, dass sie uns das Foto zur Verfiigung gestellt haben. Das Gartenhaus ist unter https://tene-schweiz.ch/
Gartenhaus-Capri- Premium-44mm-inkl-Terrasse zu finden.
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https://tene-schweiz.ch/Gartenhaus-Capri-Premium-44mm-inkl-Terrasse
https://tene-schweiz.ch/Gartenhaus-Capri-Premium-44mm-inkl-Terrasse

1 Rechnen mit Matrizen 9

Das Gartenhaus wird aus verschiedenen Modulen zusammengesetzt. Ausgehend von diesen Modulen bietet der
Hersteller verschiedene Gartenhausmodelle an.

Modell classic | Modell kompakt | Modell premium | Modell deluxe
Wand (inkl. 1 Tiir) 4 4 4 4

Dach (Uberstand 20cm) 1 1 0 0
Dach (Uberstand 200cm) 0 0 1 1
Fenster 0 1 1 2
Holzboden 0 1 1 1
Terrasse 0 0 0 1

a) Eine Baumarktkette im Kanton Bern bestellt 30-mal classic, 45-mal kompakt, 60-mal premium und 50-mal
deluxe. Bestimme, wie viele der jeweiligen Module geliefert werden miissen.
b) In drei verschiedenen Kantonen werden Bestellungen aufgegeben.

H Kanton A | Kanton B | Kanton C

classic 25 20 0

kompakt 12 30 35

premium 0 10 20

deluxe 3 12 40
Berechne, wie viele der jeweiligen Module an jeden Kanton geliefert werden miissen mit Hilfe der Matrizen-
rechnung.

18. Produktionsmatrizen

Das folgende Diagramm beschreibt den Produktionsprozess von zwei Regalen der Typen 1 und 2.

Regal Typ 1

Regalboden

Erweiterungsteil

Regal Typ 2

a) Wie viele Zwischenprodukte jeder Sorte (Grundregal, Erweiterungsteil) benotigt man, um eine Bestellung von
Endprodukten (Regal Typ 1 und 2) zu erfillen? Schreibe die Produktionsmatrix hierzu auf.

b) Wie viele Rohstoffe jeder Sorte (Seitenwéande, Regalboden, Schrauben und Diibel) sind fiir die Herstellung
einer bestimmten Anzahl von Zwischenprodukten nétig? Schreibe die Produktionsmatrix hierzu auf.

¢) Schreibe die Produktionsmatrix fir den gesamten Produktionsprozess auf.

d) Wie viele Stiick der 4 Grundstoffe ben6tigt man, um 8 Regale vom Typ 1 und 12 Regale vom Typ 2
herzustellen?
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1 Rechnen mit Matrizen 10

19. Ubergangsmatrizen

Der Markt von Tablet-PCs wird im einem fiktiven Staat von drei Herstellern A, S und M beherrscht.
Marktforschungen haben ergeben, dass das Wechselverhalten von Kunden von einem Jahr zum néchsten durch
folgende Ubergangsmatrix beschrieben wird.

A S M

A x 04 0.3
S 02 y 02
M \0.15 0.2 =z

Das bedeutet also z.B. dass 30% der Kunden des Herstellers M zum Hersteller A wechseln.

a) Berechne die fehlenden Werte x,y, z in der Matrix.
b) Dieses Jahr sieht die Kundenverteilung so aus

A: 5 Mio.

S: 3 Mio.

M: 2 Mio.

Wie viele Kunden hétten die Hersteller in 3 Jahren, wenn man annimmt, dass das Ubergangsverhalten in den
kommenden 3 Jahren gleich bleibt?

Fiir die reellen Zahlen gelten die folgenden Rechengesetze (a,b € R):
Kommutativgesetz: a+b=b+4+a, a-b=b-a
Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c)=a+b+e, (a-b)-c=a-(b-¢)=a-b-c
Distributivgesetz: (a+b)-c=a-c+b-c

Wir iiberpriifen nun, ob diese Gesetze auch fir das Rechnen mit Matrizen gelten.

Dass das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz fiir die Addition von Matrizen gelten, wurde in Aufgabe 6
bereits gezeigt. Gelten diese Gesetze aber auch fiir die Multiplikation?

20. Untersuchung des Kommutativgesetzes fiir die Multiplikation von Matrizen

=(o o) #=(i o)

Berechne A - B und B - A. Gilt das Kommutativgesetz?

Untersuchung des Assoziativgesetzes fiir die Multiplikation von Matrizen

Wir betrachten einen zweistufigen Produktionsprozess.
Im ersten Schritt der Produktion werden aus den Rohstoffen Ry und Ry und R3 zwei Zwischenprodukte Z; und Zs
hergestellt. Die Verbrauchsmengen werden durch die Matrix A beschrieben:

In der zweiten Produktionsstufe werden aus den zwei Zwischenprodukten drei Endprodukte F, Fs und E3 hergestellt.
Die Verbrauchsmengen werden durch die Matrix B beschrieben:

2 3 5
B =
(G5
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1 Rechnen mit Matrizen 11

Es haben zwei Kunden Bestellungen fiir Endprodukte aufgegeben. Diese sind in der Bestellmatrix C' ausgewiesen:

20 30
C=140 10
50 0

Der Rohstoffverbrauch fiir die Kundenbestellungen kann auf zwei Arten ausgerechnet werden. Es wird schnell klar,
dass beide Wege zum gleichen Ziel fithren.

1.Weg: Zuerst werden jeweils die Rohstoffmengen aus- 2. Weg: Zuerst wird berechnet, wie viele der Zwischen-
gerechnet, die fiir die Produktion eines Endprodukts produkte fiir die Bestellungen der Endprodukte beno-
E; und FE5 benétigt werden und dann diese mit der tigt werden und daraus die Mengen fiir die Rohstoffe.

Bestellmatrix multipliziert.
* Pz Zwischenprodukte fiir die Bestellungen:

Rohstoffmengen fir jeweils ein Endprodukt:

20 30

32\ 5 3 5 B-C:Gi?)- 40 10
A-B= i ? '(1 3 1) 50 0

Danach berechnen wir, wie viel von den Rohstoffen wir

Danach verarbeiten wir die Bestellungen: fiir diese Menge an Zwischenprodukten brauchen.

3 2 20 30
9 3 & 3 2 20 30
(A-B)-C = 2 3 .<1 3 1) - |40 10 A-(B-O)=1[2 3]|- G g ?) 40 10
4 1 50 0 4 1 50 0

Auf beiden Wegen haben wir den Rohstoffverbrauch fiir die Kundenbestellungen berechnet. Das Ergebnis muss vom
Rechenweg unabhingig sein. Ohne die Produkte jetzt konkret auszurechnen, kénnen wir somit festhalten, dass beide
Ergebnisse iibereinstimmen miissen.

Es muss also unabhéingig von den konkreten Zahlen das Assoziativgesetz gelten:
(A-B)-C=A-(B-0C)

21. Fihre die Rechnung fiir den soeben vorgestellten Fall (A- B)-C = A - (B - C) durch.

Es gilt allgemein (ohne Beweis):

Gesetze fiir die Multiplikation von Matrizen

Fir Matrizen A, B, C gilt stets:

Assoziativgesetz: (A-B)-C = A-(B-C)
Distributivgesetz: (A+B)-C = A-C+B-C
A-(B+C) = A-B+A-C

Im Allgemeinen gilt das Kommutativgesetz nicht, d.h. A- B # B - A.

22. Berechne moglichst einfach unter der Verwendung der Rechengesetze fiir Matrizen.
a)—13.413+3—1.413b)03¢§.52
4 2) \2 -1 4 2 —4) \2 -1 4 V3 4/3) \4 -1

-3 2 0 1
c) ((1)2_51>~ 5 —((1)2_51) —4 d (o o]- (‘11 _26 _21> 2 -1 1
—7 8 00 11 1
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1 Rechnen mit Matrizen 12

Das Gauss-Verfahren? ist ein Verfahren?, um lineare Gleichungssysteme beliebiger Ordnung zu 16sen. Das Prinzip
basiert darauf, dass wir die Losungsmenge eines Gleichungssystems nicht verdndern, wenn wir

— eine Gleichung durch ein Vielfaches (mit einem Faktor # 0) von sich selbst ersetzen

— eine Gleichung durch die Summe von sich selbst und einer anderen Gleichung ersetzen.

Wenn wir diese beiden Aspekte kombinieren, sehen wir, dass sich nichts &ndert, wenn man eine Gleichung durch die
Summe von einem Vielfachen von sich selbst und einem Vielfachen einer anderen Gleichung ersetzt.

Das Gauss-Verfahren basiert nun darauf, bei einem Gleichungssystem das vorherige Prinzip zu nutzen, um eine
Variable nach der anderen zu eliminieren, damit wir eine sogenannte Zeilen-Stufen-Form bekommen. Betrachte ein
allgemeines n x n System mit n > 2:

a111 + 122 + ...+ ATy = b1

a1 + a92X9 + ...+ aAonTp — bg

Ap1T1 + QpaTo + ... + GpnTn = by,

wobei a;j, b, € R fiir alle ¢, j,k € {1,2,...,n} ist. Hier haben wir n Variablen z1,zs,...,z,, die gesucht sind. Bei
der Zeilen-Stufen-Form wollen wir das Gleichungssystem auf die Form

C11T4(1) + C12To(2) T C13T6(3) T - -+ + ClnTo(n) = d1
22T (2) T C23Tg(3) + -+ + ConTo(n) = d2

C33%5(3) 1+ -+ C3nTo(n) = d3

CnnTqo(n) = dn

bringen, wobei ¢;;,d; € R fir alle 4,5,k € {1,2,...,n} und o(i) € {1,2,...,n} mit 0(i) # o(j) fir alle i,j €
{1,2,...,n} mit ¢« # j. Wir schreiben hier den Index als o(i) bei der Variablen, da wir zum Ausdruck bringen
mochten, dass nicht zwingend z; die erste Variable bei der ersten Gleichung sein muss. Dasselbe gilt fiir die restlichen
Variablen. Dies ist klar, da es nichts &ndert, wenn wir z.B. z +y = 2 oder y + x = 2 schreiben. Das bedeutet, dass es
frei ist zu wéhlen, welche Variablen man in welcher Reihenfolge eliminieren méchte. Praktisch, sollte man immer die
einfachste Situation wéhlen. Wenn wir dann die Zeilen-Stufen-Form erreicht haben, kénnen wir die letzte Gleichung
l6sen und riickwérts einsetzen.

Beispiel: Additionsverfahren

Das Additionsverfahren kann man auch mit dem Gauss-Verfahren erkliaren. Betrachte das folgende Gleichungssystem
20 — 3y = —4
3r+y=>5

Hier konnen wir uns entscheiden einfachheitshalber die Variable y zu eliminieren. Wir machen nun die folgenden
Ersetzungen:

2 —3y=—-4 |I:=1
3x+y=5 |II:=3II
Somit erhalten wir

2z -3y =—4
9z 4+ 3y =15

2benannt nach dem beriihmten Mathematiker Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
3Das Gauss-Verfahren wird oft auch Eliminationsverfahren genannt.
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1 Rechnen mit Matrizen 13

Nun kénnen wir die beiden Gleichung addieren und bekommen also
224+ 92 -3y +3y=—-4+15

Somit erhalten wir
11z =11

und damit
r=1

Setzen wir x in die Gleichung 3x + y = 5 ein, bekommen wir
y=2

Damit ergibt sich die Losungsmenge
L={1,2)}

Das Additionsverfahren kann auch fiir Gleichungssysteme héherer Ordnung benutzt werden, wobei dies, wie bereits
gesagt, eigentlich nur das Gauss-Verfahren darstellt.

—1
Beispiel
Betrachte das folgende 3 x 3 System:
3$1 — 31‘2 - 41,'3 =6
—2{E1 + 3%2 + 3.’E3 =-5
2.171 — 2132 - 2I3 =6
Wir bezeichnen hier die Variablen mit x, x5, z3 so wie vorhin, anstatt mit x,y, z.
Wir machen nun die folgenden Ersetzungen:
3181—3.%’2—4.273:6 ‘I::I
2
—2.’E1 + 31[,’2 + 31’3 = —5 |II = II + gI
2
2x1 — 2x9 —2x3 =6 |III:=1II — gl
Somit bekommen wir
311 — 3$2 — 41‘3 =6
1
Xro + 5.233 = -1
2 2
P
373
Nun koénnen wir aus der letzten Gleichung x3 bestimmen. Wir bekommen somit
Tr3 — 3
Dies kénnen wir nun in die zweite Gleichung einsetzen und somit x5 berechnen. Wir bekommen
1
$2=—1—§-3:—2
Schliesslich, durch Einsetzen in die erste Gleichung, bekommen wir
1
x, = §(6+3~(72)+4~3):4
Damit ist die Losungsmenge gegeben durch
L={(4,-2,3)}
—1
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Beispiel
Betrachte das folgende 3 x 3 System:

2x1 — x9 + 223 = 2
.’E1—2£L'2+31'3:1
7I1+21‘2+3l’3 :71

Wir machen nun die folgenden Ersetzungen:
201 —wo + 223 =2 |I:=1
1 —2x9+3z3=1 |II:=1I— %I
—x1 4 2x9 + 323 =—1 |III:=1I1+ %I
Somit bekommen wir
201 —x9 + 213 =2
*%’IQ +2x3 =0
ng +4x3=0
Im néchsten Schritt machen wir die folgenden Ersetzungen:
201 —xo +2x3 =2 |1:=1
—gl'g +2z3=0 |II:=1I
gl‘z +4x3=0 |OI:=T1II+11
Somit bekommen wir

2x1 — x9 + 223 =2

3
—51'2 +2x3=0
61‘3 =0
Durch die letzte Gleichung bekommen wir
Ir3 = 0

Wenn wir dies in die zweite Gleichung einsetzen, bekommen wir —%@ = 0 und somit
o =0

Schliesslich, wenn wir x5 und x3 in die erste Gleichung einsetzen, bekommen wir 21 =2+ 0 — 2 -0 = 2 und somit
x1 =1

Damit ist die Losungsmenge gegeben durch
L={(1,0,0)}

Beispiel
Betrachte das folgende 3 x 3 System:
I +2£L’2+4£C3 =1

7I1+1‘2+31173:4
3r1 +x9 — 223 =3
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1 Rechnen mit Matrizen 15
Wir machen nun folgende Ersetzungen:
21+ 2x0 +4x3=1 |I:=1
-1+ a0+ 33 =4 |II =1I+1
3x1 + 29 —2x3 =3 |III:=1IT —3I
Somit bekommen wir
T, + 2x9 +4x3 =1
3re+Tx3 =5
75.%2 - 141’3 =0
Als néchstes machen wir folgende Ersetzungen:
T+ 2x9 +4x3 =1 |IZ:I
3xg+Tx3 =5 [II:=1I
5
—bxg — ldzg =0 |II:=111+ §II
Somit bekommen wir
T1 + 2x9 + 43 =1
3xo +T7x3 =5
7 25
=22
3773
Mit der letzten Gleichung bekommen wir nun
25
T3 — —7
Wenn wir dies in die zweite Gleichung einsetzen, bekommen wir
3o =5+25=230
und somit
Ty = 10
Setzen wir x2 und x3 in die erste Gleichung ein, bekommen wir
25 33
=1-2-10-4-[—— | =——
g (%)
Damit ergibt sich die Losungsmenge
7 7
—1

23. Berechne mit dem Gauss-Verfahren die Losungsmenge der folgenden Gleichungssysteme

a)

—2z 45y =19
3r — 4y = —18

3r1 — 229 + 8x3 = —13
4z + 3x9 — Ddxz = 14

—51’1 — X9 —71'3 =9

b)

3x—2y="7
T+2y=>5

4x1 + 929 + dxz = 13
—5x1 + 629 + 3x3 = 17
6151 + 31’2 — ].0(173 =23
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24. In einer Stadt gibt es zwei Tageszeitungen, der Seebote (S) und das Tagblatt (T), die zusammen 10’000 Abon-
nenten haben. Zum neuen Jahr werden dies 4120 Kunden des Seeboten und 5’880 des Tagblatts sein. Man nimmt
an, dass das Wechselverhalten der Abonnenten am Ende des Jahres durch folgende Matrix gegeben ist:

S T
S (07 0.2
M= T (0.3 0.8)
Wie war die Kundenverteilung vor dem Jahreswechsel?

Koeffizientenmatrix

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem der Form

ai1ry1 + a1 + ... + a1z, = b1

a91x1 + a22T2 + ... + A2 Ty = b2

an1%1 + apeZo + ... + AppTy = by
gegeben haben, konnen wir dieses mit Hilfe einer Matrix A schreiben. Dazu definieren wir die Vektoren

T1 by

Tn by,

Nun bemerken wir, dass das Gleichungssystem mit Hilfe der folgenden Matrixmultiplikation entsteht

A-Z=0
falls die Matrix A als Koeffizientenmatriz
aill e QA1n
A =
an1 .. Qpp
gegeben ist.
Die erweiterte Koeffizientenmatriz bezieht direkt die by, ..., b, mit in die Matrix ein damit die Umformungen beim

Gauss-Verfahren einfacher mit Hilfe einer Matrix darstellbar sind.
Wir schreiben dann

(Alb) =
Apl -+ Gpp by,

Ein lineares Gleichungssystem kann man dann immer direkt mit Hilfe der erweiterten Koeffizientenmatrix beschrei-
ben.

25. Gegeben sei das folgende Gleichungssystem

rT— y+z==6
dr+2y+2=3
9r+3y+2=06
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a) Lose das Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren.
x
b) Schreibe das Gleichungssystem als Produkt einer Matrix und dem Vektor [ y
z
¢) Lose das Gleichungssystem noch einmal, indem du die erweiterte Koeffizientenmatrix aufschreibst und solange
umformst, bis du auf der linken Seite die Einheitsmatrix stehen hast.

Das Inverse einer Matrix

Gilt fiir zwei quadratische Matrizen A und B die Bedingung A- B=B-A=F,
wobei E die Einheitsmatrix ist, d.h. die Matrix mit nur Einsen auf der Diagonalen und sonst Nullen,
so heissen A und B invers zueinander.

Man schreibt auch A~ oder inv(A) fiir die inverse Matrix.

Beispiel
1 1 1 0o 2 -1
A=1(2 1 Al=[2 -1 o0
3 2 4 -1 -1 1
1 1 1 0o 2 -1 1 00
A-A"1=12 1 2 2 -1 O) =0 1 O
3 2 4 -1 -1 1 0 01
0o 2 -1 1 11 1 00
At A= 2 -1 2 1 2) =0 1 0
-1 -1 1 3 2 4 0 01

Gauss-Jordan-Algorithmus

Um die inverse Matrix zu berechnen verwendet man den Gauss-Jordan-Algorithmus.
Die Idee des Verfahrens ist vom Losen von Gleichungssystemen mit dem Eliminationsverfahren (Gauss-Verfahren)
bekannt.

Man schreibt die Matrix A und rechts daneben die Einheitsmatrix E gleicher Grosse in ein gemeinsames Schema
(A|E) und formt dieses mit elementaren Zeilenoperationen so lange um, bis links die Einheitsmatrix steht.
Rechts steht dann A~1.

Welche Zeilenoperationen man wéhlt, ist frei (siehe das Beispiel unten); ein systematisches Vorgehen, das immer

zum Ziel fithrt, ist das folgende, spaltenweise von links nach rechts:

— Suche in der aktuellen Spalte einen Eintrag ungleich Null (das Pivot-Element). Steht in der obersten noch
nicht bearbeiteten Zeile eine Null, tausche diese Zeile mit einer weiter unten liegenden Zeile, die an dieser
Stelle keine Null hat.

— Teile die Pivot-Zeile durch das Pivot-Element, so dass dort eine 1 steht.

— Ziehe von allen anderen Zeilen (oberhalb und unterhalb) ein passendes Vielfaches der Pivot-Zeile ab, so
dass in der aktuellen Spalte ausser der 1 nur noch Nullen stehen.

— Gehe zur néchsten Spalte und zur néchsten Zeile und wiederhole die Schritte, bis links die Einheitsmatrix
erreicht ist.

Bricht das Verfahren ab, weil in einer Spalte kein Pivot-Element mehr gefunden wird, so ist A nicht invertierbar.
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Beispiel

) mit dem Gauss-Jordan-Algorithmus

3
3
1

o0 D~ A

6
4
1

Berechnung der inversen Matrix von (
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— Lo 37% N nho

<l — O n — O
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—6
10

o0 b~

O <

d.h. das Inverse der Matrix (

26. Berechne die inverse Matrix mit dem Gauss-Jordan-Algorithmus von Hand:
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27. Lose die folgenden Gleichungssysteme mit Hilfe der inversen Matrix:

a) b) c)
2w4+2r—y+ z=1 v+w =1 9z + Ty =13
w + 3x + z=1 w4+ x = 20 — 3y + 42 =48
w44 —y+22z2=1 z+y =3 or — 8y + 6z = 85
wH+2r—y+ z=1 y+z=4
v +2z2=05

28. Ubergangsmatrizen

In einer Kleinstadt mit ca. 20’000 Haushalten gibt es drei grosse Supermérkte A, B und C, in denen sich die
Haushalte mit Lebensmitteln versorgen. Das monatliche Wechselverhalten der Haushalte ist durch folgenden
Ubergangsgraphen gegeben:

10%

a) Stelle die Ubergangsmatrix auf und berechne die fehlenden Angaben z und y.
In diesem Monat kaufen 3’500 Haushalte bei A, 11’200 Haushalte bei B und der Rest bei C ein.
b) Berechne die (ungefihre) Verteilung des Vormonats (d.h. runden auf ganze Zahlen).
c¢) Berechne die Verteilung des Folgemonats.
d) Um léngerfristig planen zu konnen, mochte man wissen, wie das Wechselverhalten in einem Zeitraum von

einem Jahr, d.h. 12 Monaten aussieht. Gib die Ubergangsmatrix hierfiir an.

29. Berechne fiir die Matrizen

1 2 -1 0
A_<1 5) und B_<2 4)
die Produkte AB, BA, A='B=!, B~1A=! (AB)~! und (BA)™!.
Was fallt auf? Gilt dies allgemein?
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Die Input-Output-Analyse ist eines der wichtigsten Analysemodelle der Wirtschaftspolitik. Mit ihr lassen sich Ver-
flechtungen zwischen verschiedenen Produktionsunternehmen oder Sektoren, z.B. Gewinnung von Rohstoffen, Ver-
arbeitung und Dienstleistungen einer Volkswirtschaft untersuchen, z.B. die Auswirkungen von Beschéaftigungs-,
Produktions- und Preisénderungen eines Sektors auf die Beschéftigung, Preise, Produktion und Entwicklung an-
derer Sektoren.

Der russisch-amerikanische Wirtschaftswissenschaftler Wassily Leontief (1905-1999) hat die Input-Output-Analyse
entwickelt. Fiir seine Ausarbeitung und Anwendung dieser Methode bei wichtigen wirtschaftlichen Problemen erhielt
er 1973 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften.

Die Darstellung solcher Verflechtungen erfolgt in Verflechtungsgraphen:

Sektor 3

Oder in sogenannten Input-Output-Tabellen:

S1 | S2 | S3 | Nachfrage(Markt) | Gesamtproduktion
S1 | 1 1 3 4 9
52 3 7 17
S3 | 2 4 3 2 11

In einer Zeile lasst sich der Output eines Sektors ablesen, z.B. liefert

Sektor 2 5 Mengeneinheiten (ME) an Sektor 1,

2 ME verbraucht der Sektor 2 selbst und

3 ME gehen an Sektor 3.

Fiir den Konsumenten (=Nachfrage) verbleiben 7 ME bei einer Gesamtproduktion von 17 ME.

In einer Spalte lasst sich der Input eines Sektors ablesen, z.B. bezieht Sektor 3 zur Produktion von 11 ME 3 ME von
Sektor 1, 3 von Sektor 2 und 3 ME produziert er fir sich selbst.

Die Input-Output Analyse berticksichtigt also, dass die Nachfrage des Marktes, d.h. der Konsumenten nach bestimm-
ten Produkten auch zu einer internen Nachfrage bei den Produktionssektoren selbst fiithrt. Dies ist einleuchtend, da
die Produktion eines Sektors ja auch Produkte von anderen Sektoren braucht, wie z.B. Maschinen. Daraus resultiert
dann eine Erfassung der Waren und der Serviceleistungen, die in einer Volkswirtschaft zirkulieren.

Die Input-Output-Analyse wird in verschiedensten Bereichen von vielen industrialisierten Staaten verwendet, um
Planungen zu erstellen oder Vorhersagen machen zu kénnen, wie sich die nationale Wirtschaft entwickelt. Die Input-
Output-Analyse wird auch zum Stoffstrommanagement eingesetzt, d.h. es werden Stoffmengen (=Output) wie bei-
spielsweise Produkte, Abfall, Abwasser, Emissionen ins Verhéltnis zu den eintretenden Stoffmengen (=Input) wie
Rohstoffe, Hilfsstoffe, Energiezufuhr gesetzt.
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Allgemein gilt:

S1 | S2 | S3 | Nachfrage(Markt) | Gesamtproduktion
S1 | a1 | a2 | a3 Y1 Z1
52 | az1 | a2 | as3 Y2 T2
S3 | as1 | asz | as3 Y3 z3
Uberpriife, dass folgende Gleichung gilt:
1 a1l a2 a13 1 Y1
To | = |aor azx as | |1+ |w
z3 as1 as2 a3 1 Y3

Die Eintrédge in der Input-Output-Tabelle hangen von der Gesamtproduktion ab, die aber verénderlich ist. Also nor-
miert man die Eintrége so, dass sie sich auf die Produktion einer ME bezichen. Sie geben also den Anteil an einer
produzierten Einheit wieder. So erhélt man die sogenannte Inputmatrix, Verflechtungsmatrix oder Technolo-
giematrix, hier mit A bezeichnet. Die Matrixeintrage heissen Technologiekoeffizienten.

a1 a2 @13
T X2 z3
A= Q21 Q22 Q23
x1 T2 3
asi  asz2 433
1 T2 3

1. Bestimme die Verflechtungsmatrix fiir das Beispiel und zeige, dass die Gleichung & = A - & + ¥ gilt.

Die in Aufgabe 1 bestétigte Gleichung ¥ = A - ¥ + i ist die wichtigste Gleichung der Input-Output-Analyse, mit der
sich verschiedene Probleme l6sen lassen wie z.B.

— bei bekannter Gesamtproduktion lésst sich die fiir den Markt zur Verfiigung stehende Menge der Produktion
berechnen.

— zu einer bekannten Marktnachfrage ldsst sich die jeweils notwendige Gesamtproduktion bestimmen.

2. Gib fiir beide Probleme die jeweils benétigte Gleichung an.

Die Matrix (E — A) heisst Leontief-Matrix, die Matrix (E — A)~! heisst Leontief-Inverse.

3. Die Verflechtungen eines Produktionsbetriebes mit drei Abteilungen F', G und H lésst sich nach dem Leontief-
Modell durch die folgende Verflechtungsmatrix A beschreiben.

F G H

F /02 04 03
A= G (04 0 05
H\O0 02 03

a) Abteilung F' produziert 600 ME, Abteilung G 700 ME und Abteilung H 400 ME.
Bestimme, wie viele Mengeneinheiten von den unterschiedlichen Abteilungen fiir den Konsumenten produziert
werden.

b) Der Markt hat eine Nachfrage von 86 ME der Abteilung F', 79 der Abteilung G und 102 der Abteilung H.
Wie gross muss die Gesamtproduktion je Abteilung jeweils sein, um die Nachfrage des Marktes bedienen zu
kénnen?
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4. In dieser Aufgabe soll eine Volkswirtschaft betrachtet werden, die in einen landwirtschaftlichen Sektor L und
einen industriellen Sektor I aufgeteilt ist. Die Produktion von 1 ME im Sektor L bené&tigt i ME des Outputs
von L und é ME des Outputs von I. Die Produktion von 1 ME im Sektor I benotigt % ME aus L und % ME aus
L

a) Gib die Verflechtungsmatrix A an.
b) Im Sektor L werden 240 ME produziert, im Sektor I betrigt die Produktion 120 ME. Welche Endnachfrage

kann damit erfiillt werden?
c¢) Die Endnachfrage betragt 216 ME der Produktion von Sektor L sowie 72 ME der Produktion von Sektor I.
Wie gross muss die Gesamtproduktion der beiden Sektoren sein, um die Endnachfrage zu bedienen?

5. Eine Branche hat drei Sektoren S1, S2, S3, die drei Produkte P1, P2, P3 produzieren. Die wechselseitigen
Verflechtungen der drei Sektoren sind in der folgenden Tabelle angegeben.

Zur Herstellung von  bendtigt man

1 ME von P1 0.6 ME von P1 0.2 ME von P2
1 ME von P2 0.25 ME von P1 0.6 ME von P2 0.1 ME von P3
1 ME von P3 0.1 ME von P2 0.6 ME von P3

a) Gib die Verflechtungsmatrix A an.

b) Es werden 250 ME von P1, 200 ME von P2 und 80 ME von P3 produziert. Welche Endnachfrage kann damit
erfiillt werden?

¢) Der Endverbrauch betragt 120 ME von P1, 150 ME von P2 sowie 80 ME von P3. Welche Mengen von P1,
P2 bzw. P3 miissen die drei Sektoren dafiir produzieren?

d) Was ist bei den Ergebnissen in b) und c) auffallig?

6. Wir betrachten eine Volkswirtschaft mit den drei Sektoren Dienstleistungen (D), Landwirtschaft (L) und
Industrie (I). Die Verflechtungsmatrix A ist gegeben durch

D L I

D /01 01 02
A= L |03 02 0.1
I \04 01 03

a) Was ist der Output, d.h. der Anteil, der an den Markt abgegeben werden kann, wenn der Produktionsvektor

200
(Input) 2 = | 150 | ist.
550
200
b) Der Industriesektor mochte nun seine Gesamtproduktion auf 650 Stiick erhohen, d.h. @ = [ 150 |. Ist es
650
dann immer noch méglich, der interne Nachfrage der anderen beiden Sektoren nachzukommen?
200
¢) Es soll nun ein Output von g, = [ 300 | an den Markt abgegeben werden kénnen. Welche Produktionszahlen
500

haben die einzelnen Sektoren dann?
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1. Rechenregeln fiir Matrizen

Berechne moglichst geschickt (Rechenregeln zuerst anwenden).

((1 2).(1 9 3)+(_1 0>.(1 9 3)) (1) (f
-1 3 -2 1 2 3 1 -2 1 2

0 0
2. Nicht-Kommutativitat

Zeige an folgendem Beispiel, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.
3 0 0 2
1 4 4 0
3. Inverse Matrix

Berechne die inverse Matrix mit dem Gauss-Jordan-Algorithmus:

10 -1
-1 -2 )
a) [3 1 -3 10)015)’11
1 2 -2

4. Gleichungssysteme

Schreibe das folgende Gleichungssystem mit Hilfe einer Matrix auf und 16se es mit Hilfe von Matrizenrechnung.

20— y+3z= 9
5 —4z =-T7
—62+8y+7z = 31

5. Gleichungssysteme in Anwendungen

Es ist folgender Stromkreis gegeben (siehe Abbildung). Berechne die Stromstérken in den Widersténden.

62 1Q 2Q

Stelle das zugehorige Gleichungssystem mit Hilfe der Kirchhoffschen Regeln* auf und lése es mit Matrizenrech-
nung.

4Die Erklirung der Kirchhoffschen Regeln ist z.B. auf LEIFIphysik zu finden.
https://www leifiphysik.de/elektrizitaetslehre/komplexere-schaltkreise/grundwissen /kirchhoffsche-gesetze
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6. Kodierung

Frank will eine Matrix F' kodiert verschicken. Dazu multipliziert er sie mit einer ”"Kodier”-Matrix K und erhalt
die Matrix S, die er dann verschickt (F' - K = S).

Susi, die Matrix S erhalten hat, will nun die Nachricht dekodieren. Dazu braucht sie eine "Dekodier”-Matrix D
mit der sie ihre Matrix multipliziert, um die Originalnachricht F' zu erhalten. S-D=F - K -D=F -E=F ,
wobei F die Einheitsmatrix ist. Es gilt also K - D = E. Bestimme die Dekodier-Matrix D fir

2 1 1
K=15 3 4
4 2 3
7. Bestellmatrizen

In den Léiden einer Bioladenkette kann man drei verschiedene Miieslimischungen kaufen. Die einzelnen Léden
werden einmal im Monat mit den Grundzutaten beliefert und stellen die Mischung selbst zusammen.

Mischung 1 | Mischung 2 | Mischung 3
Weizenflocken 0.8 0.3 0
Dinkelflocken 0 0.3 0.5
Die Misch haltni kg Misch ind:
ie Mischungsverhéltnisse pro kg Mischung sin Haferflocken 0 0.3 0.3
Rosinen 0.05 0.1 0.1
Leinsamen 0.15 0 0.1

H Laden 1 | Laden2
Mischung 1 25 kg 17 kg
Mischung 2 30 kg 20 kg
Mischung 3 15 kg 18 kg

Die Absatzmenge zweier Laden ist durch folgende Tabelle gegeben:

Berechne fiir Laden 1 und 2 die Liefermengen der fiinf Zutaten.

Laden 1 | Laden 2

Weizenflocken
Dinkelflocken
Haferflocken
Rosinen
Leinsamen

8. Bestellmatrizen

In einer Mobelfabrik werden 4 verschiedene Typen von Schranken hergestellt. Folgende Tabelle gibt an, wie viele
Elemente jeweils fiir das entsprechende Element benétigt werden.

| Typ1 [ Typ2 | Typ3 | Typ 4

Korpusse 1 1 1 1
Tiiren 0 0 1 1
Tablare 3 0 3 3
Schubladenelemente 1 2 0 1

a) Wie viel Stiick der Elemente miissen jeweils produziert werden, um 20 Stiick von Typ 1, 25 Stiick von Typ 2,
40 Stiick von Typ 3 und 50 Stiick von Typ 4 liefern zu kénnen?

b) Wie viel Stiick jeden Typs sind bestellt worden, wenn man 109 Korpusse, 59 Tiiren, 297 Tablare und 94
Schubladenelemente hergestellt hat?
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9. Produktionsmatrizen

Herr Miiller backt fiir Hotels in der Umgebung Kuchen. Bei seiner ersten Bestellung hat er sich zwar die Mengen
aufgeschrieben, die er fiir alle Kuchen zusammen gebraucht hat, hat aber vergessen wie viele Kuchen jeder Sorte
er gemacht hat. Fiir die Rechnungsstellung muss er die genaue Anzahl Kuchen aber angeben. Insgesamt hat er
fiir w Zitronencakes, x Hauscakes, y Marmorkuchen und z Kokoscakes 2.75 kg Butter, 2.8 kg Zucker, 57 Eier

und 3.4 kg Mehl verarbeitet.

Aus seinen Rezepten weiss er, dass er folgende Mengen pro Kuchen bendtigt:

Zitronencake | Hauscake | Marmorkuchen | Kokoscake
Butter 250 g 125 g 250 g 125 g
Zucker 250 g 125 g 200 g 175 g
Eier 4 3 5 4
Mehl 200 g 250 g 300 g 250 g

Kannst du ihm helfen und berechnen, wie viele Kuchen jeder Sorte er gebacken hat?

10. Produktionsmatrizen

Ein Seifenhersteller stellt aus drei Grundstoffen (G1, Ga, G3) zwei Zwischenprodukte (Z1, Z5) und aus diesen die
beiden Seifensorten (7, S2) her. Der Mengenbedarf in Mengeneinheiten (ME) fiir die Zwischen und Endprodukte
lasst sich aus dem Verflechtungsgraphen entnehmen. Dabei geben die Zahlen an, wie viele ME an Vorprodukten
fiir eine ME des Folgeprodukts benotigt werden.

a) Bestimme eine Matrix, aus der man fiir jede Seife die ME an Grundstoffen ablesen kann.
b) Es liegt eine Bestellung von 100 Stiick der Sorte S; und 150 Stiick der Sorte Sy vor. Wie viele Mengeneinheiten

an Grundstoffen werden bendotigt?

11. Ubergangsmatrizen

Der Ubergangsgraph bei den Parteien A, B und C von Wahl zu Wahl ist folgendermassen gegeben:

80%

10% 10%

Partei B

70% 50%
’ 30% ’
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Bei einer Wahl hat es bei der Partei A gerade zur absoluten Mehrheit gereicht.
Ergebnis der Wahl:

Partei A 50%

Partei B 40%

Partei C 10%

a) Die nun regierende Partei mochte wissen, ob es bei der nichsten Wahl wieder reichen wird, bzw. mit welchem
Ergebnis zu rechnen ist.

b) Wie sieht die Verteilung bei der iiberndchsten Wahl aus?

¢) Um langerfristig planen zu kénnen, mochte die Partei wissen, wie das Wechselverhalten in einem Zeitraum

von 3 Wahlperioden aussieht. Gib die Ubergangsmatrix hierfiir an.

12. Input-Output-Analyse

Ein Holzverarbeitungsbetrieb besteht aus drei Abteilungen: der Ségerei (S), dem Hobelwerk (H) und der Schrei-
nerei (M). Die Abteilungen beliefern sich gegenseitig und verkaufen an den Markt. Das folgende Diagramm stellt
die Verflechtung dar (Mengen in ME).

Schreinerei M

24

120
a) Die Gesamtproduktion der drei Abteilungen ist | 150 |. Bestimme daraus a11, as3 und ys.
240
b) Bestimme die Inputmatrix.
c¢) Die Endnachfrage betragt 108 ME Schnittholz (Ségerei), 150 ME Hobelware (Hobelwerk) und 100 ME Mébel
(Schreinerei). Wie viel miissen die drei Abteilungen produzieren?
d) Es werden insgesamt 500 ME in der Sagerei, 1000 ME im Hobelwerk und 600 ME in der Schreinerei produziert.
Welche Endnachfrage kann damit erfiillt werden?
0.1 0.025t> 0.2
e) Nach einer Modernisierung des Hobelwerks ist die neue Inputmatrix gegeben durch: | 0  0.025t2 0.1
0 0.4 0.1
dabei ist ¢ € [0.5; 3] ein Parameter, der von der Einstellung der neuen Anlage abhéngt.
100
Fiir die Gesamtproduktion ist folgender Produktionsvektor geplant: 3 = | 40t
150

Berechne den Wert von ¢, fiir den die drei Abteilungen zusammen am meisten fiir den Markt produzieren.
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Wir mochten das Konzept der Addition und skalaren Multiplikation auf allgemeinere Weise erweitern. Dazu méchten
wir fiir beliebige Mengen gewisse Eigenschaften definieren, die uns so ein Vorhaben erméglichen.

Vektorraum

Es sei K ein sogenannter Korper (fiir uns ist K immer R). Eine Menge V' zusammen mit einer Abbildung
+:V xV — V und einer Abbildung -: K x V' — V heisst Vektorraum, wenn fiir alle v,v,w € V und alle
A, 1 € K folgende Axiome erfiillt sind:

1. Es gibt ein eindeutiges Element 0 € V, so dass 0+ v =v+0 = v.

2. Bsgilt v+w=w+w.

3. Esgilt u+ (v +w) = (u+v) +w.

4. Es gibt ein eindeutiges Element —v € V, so dass v + (—v) = (—v) + v = 0.
5. Es gilt A(v+ w) = Av + dw.

6. Es gilt (A4 p)v = Av + po.

7. Es gilt (Ap)v = A(pv).

8. Es gibt ein eindeutiges Element 1 € K, so dass 1 - v = v.

Die Elemente eines Vektorraums V nennt man per Definition Vektoren.

Beispiel: R

Wir mochten zeigen, dass die Menge der reellen Zahlen R ein Vektorraum ist. Dazu miissen wir alle Punkte bei der
Definition eines Vektorraums iiberpriifen mit K = R und V = R. Betrachten wir zwei beliebige Elemente v, w € R.
Dann ist es klar, dass es ein eindeutiges Element 0 € R gibt, so dass 0 4+ v = v + 0 = v. Dieses Element ist in diesem
Fall die Zahl 0. Punkt 2. und 3. sind auch klar, da wir auf den reellen Zahlen das Kommutativ- und Assoziativgesetz
beziiglich der Addition haben. Punkt 4. ist deswegen erfiillt, da es zu jeder Zahl v € R eine eindeutige Gegenzahl
—v € R gibt, welche diese Eigenschaft aufweist. Da in diesem Fall K = V folgen auch die Punkte 5., 6. und 7.
automatisch wegen dem Distributivgesetz und dem Assoziativgesetz beziiglich der Multiplikation. Punkt 8. ist auch
erfiillt, da es nur eine Zahl in R gibt, die diese Eigenschaft hat, ndmlich die Zahl Eins. Somit haben wir gezeigt, dass

die Menge R tatséchlich ein Vektorraum ist. )

Beispiel: R, n > 2

Wir méchten nun zeigen, dass die Menge R™ ein Vektorraum ist. Wieder ist dabei K = R, jedoch V' = R”™. Punkt
1. ist erfiillt, da der Nullvektor 0 € R” diese Eigenschaft als einziges Element erfiillt. Punkt 2. und 3. sind wieder
aufgrund des Kommutativ- und Assoziativgesetzes beziiglich der Addition auf R™ erfullt. Fiir ein Element

U1
v=1|: | eR"
Un
gibt es ein eindeutiges Element
—y
—U = : eR"
—v,

—»

mit der Eigenschaft 7@+ (=) = (—) + ¥ = 0 € R”. Somit ist auch Punkt 4. erfiillt.
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Punkt 5., 6. und 7. sind auch erfiillt: Fiir A\, p € R gilt

V1 w1 V1 w1 )\Ul )\wl
MO+ @)=\ o I =X+ = + =M+ \eR"
U, W, Uy, Wy, AU, Awy,
v v v Avg T
A+wd=QA+p)-| | =2 | +p- | |=]: |+]|  |=W+tpweR"
Un Un Uy, AUy, Uy,
vy Aoy Alpor) e
A=) - | | = : = : =X [ ¢ [=A(p) eR"
Un (Aﬂ)vn A(/wn) HUn
Punkt 8. ist auch erfiillt, da folgendes gilt:
vy 1-v U1
1-.v=1-]1:|= ; =|:|=veR"
Up, 1-v, U,

Damit haben wir gezeigt, dass R” ein Vektorraum ist.

1. Zeige, dass die Menge aller 2 x 2 Matrizen mit K = R einen Vektorraum bildet.
2. Zeige, dass die Menge aller n x n Matrizen mit n > 3 und K = R einen Vektorraum bildet.

3. Zeige, dass die Menge aller Funktionen {f: R — R} mit K = R einen Vektorraum bildet.

Bei einem Vektorraum V' kann man sich fragen, ob es méglich ist, mit Hilfe der Addition und der skalaren Multipli-
kation aus einer (minimalen) Menge von Vektoren in V' alle weiteren Vektoren in V' zu beschreiben. Das heisst, wir
fragen uns, ob es eine minimale Menge {b1,...,b,} C V gibt mit der Eigenschaft, dass es fiir alle v € V reelle Zahlen
AL,y Ap gibt, so dass

v=Aiby 4 Agba + o+ Anbn = Y Nibs. (1)
i=1
Tatséchlich ist es immer moglich, eine solche Menge an Vektoren zu finden, obwohl die Elemente b1, ...,b, nicht

eindeutig bestimmt sind. Es gibt also verschiedene solcher Mengen. Trotzdem haben alle diese Mengen eine wich-
tige gemeinsame Eigenschaft, und zwar, dass sie gleich viele Elemente beinhalten. Wir nennen eine solche Menge
{b1,...,b,} eine Basis (manchmal auch minimales Erzeugendensystem) des Vektorraums V und die Zahl n die
Dimension des Vektorraums V. Man schreibt oft auch dim V' = n. Falls ein Vektor v mit Hilfe von Vektoren by, ..., b,

und reellen Zahlen Aq,...,\, in der Form (1) geschrieben werden kann, sagt man v ist eine Linearkombination
der Vektoren by, ...,b,.

Beispiel: R?

Eine Basis des Vektorraums R? ist z.B. gegeben durch {€7, &}, wobei

Diese Basis heisst Standardbasis im R?. Tatséchlich kann man jeden Vektor o = <U1) € R? mit Hilfe von &, und

V2
= U1 1 0 = -
U= =1 - + vo - = V1€1 + V262
(%] 0 1
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Somit sehen wir, dass in diesem Fall A\; = v; und Ay = vo Eine weitere Basis ist gegeben durch

- -1\ -
- (2) 5= ()}
Wir mochten zeigen, dass es fiir jedes v € R? reelle Zahlen A\; und )y gibt, so dass
T = Aiby + Aobo
Tatsdchlich kénnen wir das folgende Gleichungssystem betrachten:

v = 7)\1
Vg = 2)\1 — 3/\2

Dieses Gleichungssystem kénnen wir fiir beliebige vy, vo € R 16sen. Wir erhalten die Losung

21)1 + ’U2>

()\laAQ) = <_U17 3

Somit gibt es immer zwei reelle Zahlen A; und g, so dass ¢ = )\151 + )\252. Es gilt also

)\1 = —U1
21)1 —+ Vo

Ay = 3

Wir bemerken leicht, dass dim R? = 2.

4. Finde eine Basis von R™ und bestimme die Dimension.

5. Finde eine Basis des Vektorraums der 2 x 2 Matrizen und bestimme die Dimension. Betrachte auch die Verall-
gemeinerung auf n x n Matrizen, gib eine Basis an und bestimme die Dimension.

Im Vektorraum R™ beschreiben wir einen Vektor ¢ grundsétzlich als Linearkombination in der Standardbasis {é1, ..., é,},

d.h. als
U1

S
Il

n
= g ;€]
i=1

Un

Wenn wir nun eine weitere Basis {l;l, ceey l;n} betrachten, fragen wir uns, wie wir einen Vektor ¢ als Linearkombination
beziiglich dieser Basis schreiben. Das kénnen wir mit Hilfe einer Matrix machen. Diese Matrix beschreibt den Wechsel
der Darstellung eines Vektors beziiglich einer Basis B = {517 ey l_;n} in die Darstellung beziiglich einer neuen Basis
B = {,...,b,}. Wir bezeichnen diese Matrix als 75, und nennen sie Transformationsmatrix. Sie ist eine n x n
Matrix der Form
a1 cee Ay e Q1p
75 =

[07°%} cee Qpy ... Qpp

6. Zeige, dass

n

77 77 77 77

bj = aljbl + agij + ...+ anjbn = E ai]‘bi
i=1

Folgere daraus, dass die Vektoren der urspriinglichen Basis als Linearkombination der Vektoren der neuen Basis
geschrieben werden kénnen, wobei die Koeffizienten die Spalten der Transformationsmatrix beschreiben.

Angenommen ein Vektor ¢ € R™ sei nun zuerst in der Basis B gegeben, d.h. als Linearkombination

U= Ulgl +... +Ungn = Zvll_);
=1
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Als Linearkombination der neuen Basis, ist ' von der Form

Somit folgt

Beispiel: Basiswechsel im R3

Angenommen wir haben die folgenden beiden Basen

1 3 2 1
B=Z1{o].[1].[1 B=<lol|,[1],[1
2 0 1 1

Somit folgt, dass wir das Gleichungssystem

/

v1 = 1101 + Q1202 + a13v3
/

Vy = Q2101 + Q2202 + Q2303

/
V3 = G31V1 + G32V2 + G33V3

16sen miissen. Wenn wir also die Matrix mit den Spalten 51, 52, bs und die Matrix mit den Spalten 5’1, 5’2, l;g aufstellen,
kénnen wir den Gauss-Jordan Algorithmus benutzen, um das zu l6sen. Wir bekommen somit

0
1
1

=
O ==
N O =

3
1
0

== N

Wenn wir den Gauss-Jordan Algorithmus nun anwenden, um links die Einheitsmatrix zu bekommen, erhalten wir
rechts die Transformationsmatrix

311
=4 -1 0
-3 2 1
Wenn wir nun
(%1 2
U= |9 2251—524-353: -1
V3 3

als Vektor in der Basis B betrachten, erhalten wir den zugehorigen Vektor in der Basis B’ durch Matrixmultiplikation:

v 511 2 5
vyl=3 -1 0 1] =12
v} -3 2 1 3 0

Das bedeutet
T =5by + 205 + 0 b

7. Betrachte die Basis im R? bestehend aus den folgenden beiden Vektoren
- 3 - 1
=) ne)

a) Stelle den Vektor ¥ = <2) als Linearkombination von by und by (graphisch und algebraisch) dar.
b) Was sind die Koordinaten von ' in dieser neuen Basis?
2 - o
¢) Ein Vektor @ hat die Koordinaten ( 3> in der Basis {b1,b2}. Welchen Koordinaten entspricht das in der

Standardbasis {é7, e3}?
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Wenn wir m linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v,, eines Vektorraums V' gegeben haben, wobei m < dimV', kénnen
wir einen Unterraum von V definieren, der durch diese m Vektoren erzeugt wird. Wir nennen diesen Unterraum die
lineare Hiille der Vektoren vy, ..., v, und bezeichnen ihn mit span(vy,...v,,). Dieser Unterraum hat dann jeweils
die Dimension m. Wir definieren die Elemente von span(vy, ..., v,,) als die Vektoren in V', die man als Linearkom-
bination der Vektoren wvy,...,v,, schreiben kann. Die lineare Hiille ist ausserdem immer ein Untervektorraum eines
Vektorraums V', das bedeutet, dass diese Teilmenge selbst einen Vektorraum bildet.

1 5 -1
8. Gegeben sind die Vektoren v7 = | 2|, 03 = (4| undv3=| 0
3 3 1

a) Zeige, dass die drei Vektoren nicht linear unabhéngig sind.
b) Wie viele der Vektoren sind linear unabhingig? Welche Dimension hat also dieser Unterraum von R3?
¢) Was ist die lineare Hiille dieser Vektoren?

1 3
9. Gegeben sind die Vektoren vi = [ 2 | und vy = |1
-1
—4
Liegt der Vektor @ = | 2 | in der linearen Hiille von v und v3?
-2
1 0 -1
10. Gegeben seien die drei Vektoren [ 2], | 1 | und | —1
1 -1 -2

a) Bestimme, ob die drei Vektoren linear unabhéngig sind.
b) Bestimme die Dimension der linearen Hiille der drei Vektoren.
c¢) Schreibe die drei Vektoren nebeneinander in eine 3 x 3—Matrix. Und bringe diese auf Zeilenstufenform. Wie

viele Zeilen haben nicht nur ausschliesslich Nullen?
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5 Abbildungen

5.1 Abbildungen mit Matrizen beschreiben

Computerspiele und Webseiten zeigen oft hervorragende Bilder von dreidimensionalen Umgebungen und Objekten.
Diese werden mit Computerprogrammen wie z.B. 3D-Programmen (z.B. Blender, www.blender.org) hergestellt und
sind mittlerweile so gut, dass es teilweise schwer fallt die virtuellen Darstellungen von echten Aufnahmen zu un-
terscheiden. Um 3D-Objekte z.B. am Computerbildschirm, der immer noch ein 2D-Bild darstellt, zu verschieben,
zu drehen, zu spiegeln oder zu projizieren, miissen im Hintergrund mathematische Berechnungen ablaufen, die mit
Matrizen gemacht werden.

Du hast bereits die folgenden Kongruenzabbildungen kennengelernt: Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen und
Verkettungen. Diese Abbildungen sind winkeltreu und lédngentreu. Kongruenzabbildungen bilden also ein Quadra-
traster auf ein Quadratraster derselben Maschenweite ab.

Wir werden im folgenden Kapitel Abbildungen allgemeiner untersuchen, die ein Quadratraster auf ein Parallelo-
grammraster abbilden. Man nennt solche Abbildungen affine Abbildungen.

1. Bei einer affinen Abbildung wird der Koordinatenursprung O auf den Punkt O’(3,2) abgebildet. Punkt P(1,0)
 wird auf P’(5,3) und Punkt Q(0,1) auf Q’(4,0) abgebildet. Man kann die Abbildung durch eine Abbildungsglei-
chung beschreiben:

=T -F+b
wobei T' eine 2 x 2-Matrix ist,

Bestimme 7" und b.
Zeichne das neue Koordinatensystem. Was fillt auf?

2. Schreibe die Abbildungsgleichung in der Form & = T - Z + b auf und zeichne das neue Koordinatengitter.

L (1) 0.5) 1 Y B
a)x—<2 e+ o) vty b) ' = —3r+y—2

y=x—1iy+1

3. Eine affine Abbildung bildet O(0,0) auf O’(—1,2), E1(1,0) auf E{(1,1) und E5(0,1) auf E5(0,3) ab.

a) Zeichne das Koordinatensystem nach der Abbildung.
b) Zeichne die Punkte A(2,1), B(-3,2), C(1,—3) ins neue Koordinatensystem ein (die Koordinaten bleiben

gleich) und lies die Koordinaten der Bildpunkte im alten Koordinatensystem heraus.
c¢) Stelle die Abbildungsgleichung auf und berechnen damit die Koordinaten der Bildpunkte. Vergleiche die
berechneten Werte mit den in der Graphik abgelesenen.
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4. Bestimme bei den folgenden affinen Abbildungen die Abbildungsgleichung (ohne Rechnung, erst zeichnen, dann
(0,0),(1,0), (0,1) abbilden, dann Matrix aufstellen).

a) Spiegelung an der Geraden y = 8 b) Spiegelung an der Geraden x = 3
¢) Spiegelung am Punkt P(3,0) d) Spiegelung am Punkt S(—2,1)

e) Drehung um D(3,0) mit ¢ = 90° f) Drehung um F(0,2) mit ¢ = 270°
g) zentrische Streckung von Z(1,2) aus

mit dem Faktor 2

5. Eine Abbildung bildet O(0,0) auf O’(2, —1) ab; F1(1,0) und E2(0, 1) werden auf E}(5,3) und E4(2,4) abgebildet.

a) Bestimme die Abbildungsgleichung.

b) Zeichne das Bild des Koordinatensystems nach der Abbildung.

¢) Zeichne den Punkt (2,1) ins neue Koordinatensystem ein und lese die Koordinaten im alten System ab.
d) Bestimme rechnerisch den Bildpunkt P’ des Punktes P(2,1).

6. Die folgende Abbildung visualisiert eine affine Abbildung. Das schwarze Koordinatensystem wird durch die
Abbildung auf das rote Koordinatensystem abgebildet.

16 ~
15 +
14
13+
12 A
11 A

10 +

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

a) Bestimme die Bilder der Punkte A(1,2), B(2,1) und C(3,3).
b) Bestimme die Abbildungsgleichung direkt aus der Zeichnung.
¢) Bestimme die Abbildungsgleichung durch Berechnung mit Hilfe des Aufgabenteil a).
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7. Eine Abbildung bildet A(2,2) auf A’(-2,4), B(1,—-1) auf B’'(—13,6) und C(—1,0) auf C’'(-7,3) ab.

a) Bestimme die Abbildungsgleichung.
b) Zeichne das Bild des Koordinatensystems nach der Abbildung.
¢) Uberpriife deine Zeichnung anhand des Punktes P(2,3), indem du den Bildpunkt P’ einmal einzeichnest und

einmal berechnest.
d) Welcher Punkt @ wird auf den Punkt Q'(—6,5) abgebildet?

Bemerkung: Abbildungsgleichungen in der Ebene und im Raum finden sich im FoTaBe auf S. 111-114.

Umkehrabbildung
Bildet eine Abbildung

P=A-T+b

einen Punkt P auf P’ ab, so bildet die Umkehrabbildung wieder P’ auf P ab.
Die Abbildungsgleichung der Umkehrabbildung erhélt man durch einfaches Umformen der Gleichung.
F=7 b

1 .

1 .

A
A

-,

(@' =)
P — A b

8] 8

Also ist die Abbildungsgleichung der Umkehrabbildung gegeben durch:

F=A"1F-AD

Bemerkung: Wie bei Umkehrfunktionen bezeichnen wir in der Umkehrabbildung dann die unabhéngige Variable
wieder mit & und die abhéngige Variable mit 27, d.h. das alte Z’ wird Z und umgekehrt.

8. Berechne die Umkehrabbildung der folgenden Abbildungen.

;nf:@ é>ﬁ+G) mf:(i 3@%(9

9. Translation

a) Stelle die Abbildungsgleichung auf, die zur Translation (=Verschiebung) um den Vektor (712) gehort.

b) Gib die Umkehrabbildung an ohne zu rechnen.
¢) Berechne die Umkehrabbildung und vergleiche mit dem Ergebnis aus b). Erhéltst du das gleiche Ergebnis?

10. Punktspiegelung

a) Stelle die Abbildungsgleichung auf, die zur Punktspiegelung am Punkt Z(1,2) gehort.
b) Bestimme die Umkehrabbildung durch eine Rechnung. Was stellst du fest?
¢) Begriinde ohne Rechnung, dass jede Abbildungsmatrix zu einer Spiegelung an einem Punkt zu sich selbst

invers ist.
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11. Spiegelung
. . — 3 . . . 1 _7 24 .
a) Zeige, dass zur Spiegelung an der Geraden g: &= A- ( 4) die Abbildungsmatrix T' = 5¢ o4 7 gehort.
b) Zeige durch Rechnung, dass die Matrix T zu sich selber invers ist.
¢) Begriinde ohne Rechnung, dass jede Abbildungsmatrix zu einer Spiegelung an einer Geraden zu sich selbst
invers ist.
12. Translation
5
Wir betrachten die Abbildung der Translation um den Vektor | 7
12
a) Bestimme die Bildpunkte A’, B’ und C” des Dreiecks ABC mit A(1,2,-3), B(10,7,2) und C(5,4,6) unter
der Abbildung.
b) Bestimme die Abbildungsgleichung.
¢) Bestimme die Umkehrabbildung.
d) Setze die Bildpunkte A’, B’ und C’ in die Umkehrabbildung ein und zeige so, dass man wieder die Original-
punkte erhélt.
13. Punktspiegelung
-1 0 0 2
Durch die Abbildung o« : & = | 0 -1 0 | -Z+4+ | 4 | wird eine Spiegelung am Punkt Z(1,2,—3)
o 0 -1 —6
beschrieben.
a) Bestimme den Bildpunkt P’ des Punktes P(1,1,1).
b) Bestimme die Umkehrabbildung. Vergleiche das Ergebnis mit der urspriinglichen Abbildung, was stellst du
fest. Stimmt das mit deinem bisherigen Wissen iiber Punktspiegelungen iiberein?
c¢) Setze den Punkt P’ in die Umkehrabbildung ein und zeige so, dass er wieder auf P abgebildet wird.
14. Spiegelung
1 4 -8
Durch die Abbildung ov: ' = é 4 7 4 |- wird eine Spiegelung an einer Ebene beschrieben.
-8 4 1

a) Bestimme den Bildpunkt P’ des Punktes P(1,1,1).

b) Bestimme die Umkehrabbildung.

c) Zeige, dass die Abbildungsmatrix zu sich selber invers ist.

d) Setze den Punkt P’ in die Umkehrabbildung ein und zeige so, dass er wieder auf P abgebildet wird.

Verkettet man zwei affine Abbildungen o a (sprich: § nach «) miteinander, so fithrt man zuerst o und dann

[ aus.
a: T=A-Z+d
B: ¥=B-Z+b

Bemerkung: Wegen der Nicht-Kommutativitdt der Matrizenmultiplikation ist a0 8 # S o a.
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15. Nicht-Kommutativitidt der Verkettung

Gegeben ist die Spiegelung an der y-Achse

a: =19z
' 0 1

und die Verschiebung um zwei Einheiten in die negative z—Richtung.
g: #=(+ Y) .24 (2
' S \0 1 0

a) Zeichne den Punkt P(3,2) in ein Koordinatensystem und spiegle ihn erst an der y-Achse und verschiebe
danach um 2 Einheiten nach links. Uberpriife deine Zeichnung rechnerisch: Bilde den Ortsvektor des Punktes

P mit o und den so erhaltenen Punkt mit 3 ab.

b) Zeichne ein neues Koordinatensystem und trage wiederum den Punkt P(3,2) ein. Dieses Mal verschiebe den
Punkt erst um 2 Einheiten nach links und spiegle ihn danach an der y-Achse. Uberpriife deine Zeichnung
rechnerisch: Bilde den Ortsvektor des Punktes P mit 8 und den so erhaltenen Punkt mit « ab.

¢) Nun wollen wir an einem Beispiel durchrechnen, dass die Verkettung nicht kommutativ ist, auch, wenn kein
Verschiebungsvektor vorhanden ist, d.h. die Abbildungen linear sind. Berechne also a0 8 und § o « fiir

a: T = -l T
0 1
2 0
o =
B x—(o 1) z

d) Zeige allgemein, dass die Verkettung nicht kommutativ ist.

16. Berechne avo 8 und S o a.

L (0 —1\ L, (-2 (1“1 L (-1
=4 3) e () o= 7)o ()
L, (0 -1\ . (-1
c) @ :<1 2>-x+<1)
B a':”z(_ol é)a’c’—i—(_ol)

Ein Fixpunkt einer Abbildung ist ein Punkt, der unter der Abbildung unverédndert bleibt.

FEine Fixpunktgerade ist eine Gerade, die aus Fixpunkten besteht, d.h. jeder Punkt der Gerade wird durch
die Abbildung auf sich selber abgebildet.

Fine Fixgerade ist eine Gerade, die auf sich selber abgebildet wird, die einzelnen Punkte auf der Geraden
verschieben sich allerdings.

Beispiel: Genau ein Fixpunkt

Um die Fixpunkte von
(5 ) (o)
3 5 6
zu bestimmen, muss man das lineare Gleichungssystem
. -1 -2 o -8
(5 ) (o)
16sen. Man schreibt es dazu am besten komponentenweise auf:
r=—lr—2y—28
y=3x+5y+6
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also:
2z + 2y = -8
3z + 4y = —6

dies 16st man nach x und y auf und erhélt:
= —10 und y = 6, d.h. der Fixpunkt ist F'(—10,6).

Beispiel: Fixpunktgerade

=1 ) et
T3 4 -6

Man geht genau gleich vor, wie bei den Fixpunkten:
r=—lz—2y+4
y=3r+4y—6

2042y =4
3r+3y =26

da man zwei dquivalente Gleichungen erhélt, hat das Gleichungssystem unendlich viele Losungen. Die Fixpunktgerade

ist also x +y = 2. 1

Beispiel: kein Fixpunkt
S e DO
~\3 4 2
Man geht genau gleich vor, wie bei den Fixpunkten:

r=—-lz—-2y—3
y=3x+4y+2

2042y =3
3+ 3y =—2

Man sieht, dass dieses Gleichungssystem keine Losung hat, d.h. die Abbildung hat keinen Fixpunkt.

17. Haben die folgenden Abbildungen Fixpunkte? Wenn ja, bestimme alle Fixpunkte (bzw. Fixpunktgeraden).

27= (7 )2 () we= (3 ) ()
07 (1 5)# (%) 97 ><§

3
L (-4 -4\ . (4 L (3 B\ . (7
e)95_<10 5) x+<—24 DaE={y 1)
3 1 2 3
—6
gr-( Norr (9 e (B )
10 2 1

18. Bestimme fiir jede Teilaufgabe die affine Abbildung mit der angegebenen Eigenschaft.

a) Die y-Achse ist Fixpunktgerade, P(1,0) wird auf P’(2,0) abgebildet.

b) Die Gerade x = 3 ist Fixpunktgerade, der Ursprung wird auf O’(6,0) abgebildet.

¢) Der Ursprung ist der einzige Fixpunkt, P(1,0) wird auf P’(3,1) und Q(0,1) wird auf den Punkt Q'(0,4)
abgebildet.

19. Bestimme in Abhéngigkeit von t alle Fixpunkte der Abbildung.
t 1 —t 3 6 -1 t+1 —t 3
r— .7 il — .7 il — L7
a)x_<—1 t+2> ngL(o) b) <t 3> x+<—1) ¢) ¥ <2t 1-215) $+<6)
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Dieses Unterkapitel widmet sich geometrischen Abbildungen, die insbesondere in der Computergraphik eine bedeu-
tende Rolle spielen. Die Objekte, die dargestellt werden, sind in der Regel dreidimensional und bewegen sich im
dreidimensionalen Raum R3. Rotationen und Spiegelungen, denen jeweils ein Unterkapitel gewidmet wird, stellen
hier neben den Translationen (die nur eine Addition eines Vektors sind) die wichtigsten Abbildungen dar.

Ein gew6hnlicher Computerbildschirm kann ein Objekt nur zweidimensional darstellen. Um ein dreidimensionales
Objekt zweidimensional darzustellen, werden Projektionen benutzt, mit denen man auch Schattenwiirfe berechnen
kann, weswegen den Projektionen auch ein Unterkapitel gewidmet wird.

Im Anschluss folgt ein Unterkapitel, welches sich generell mit linearen Abbildungen beschéftigt.

Bemerkung: Abbildungsgleichungen im Raum finden sich im FoTaBe auf S. 112-114.

5.5.1 Rotationen

Als erstes wird die Abbildungsmatrix fiir die Drehung um den Ursprung um den Winkel ¢ in R? bestimmt. Dazu
beschreibt man am besten die Bilder der Einheitsvektoren €] = ((1)) und é3 = ((1))

Es gilt also é;’ = (zf’j((:j;) und €' = (;j;‘(‘&‘j))

Somit ergibt sich fiir die Abbildungsgleichung einer Rotation in R?:

T

- sin(p)  cos(y)

)-f:Dw-f

20. Additionstheoreme

D, und Dg seien die Abbildungsmatrizen (in R?) der Drehungen um den Ursprung der z — y—Ebene um die
Winkel « respektive 5.

a) Begriinde, dass D, - Dg = Doyp.

b) Berechne das Produkt D, - Dg.

c) Leite durch D, - Dg = Dg4p die Additionstheoreme sin(a + 8) = sin(a) - cos(8) + cos(a) - sin(5) und
cos(a + ) = cos(a) - cos(8) — sin(«) - sin(B) her.

Bettet man die Drehung in R? nun in R? ein, so erhilt man fiir
Der Drehwinkel ist so zu verstehen: Wenn man von der Spitze des Vektors, um den gedreht wird, zum Ursprung
schaut, wird im positiven Drehwinkel (links herum) gedreht.

die Rotation um € (x—Achse) um den Winkel ¢

1 0 0
=0 cos(p) —sin(p) | -2
0 sin(p)  cos(p)
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die Rotation um €3 (y—Achse) um den Winkel ¢

cos(p) 0 sin(p)

7 = 0 1 0 T
—sin(p) 0 cos(y)
die Rotation um €3 (z—Achse) um den Winkel ¢
cos(p) —sin(p) 0
# = |sin(p) cos(p) Of-F
0 0 1

21. Drehung um den Ursprung

Der Einheitswiirfel (durch die drei Einheitsvektoren aufgespannt) wird mit dem Drehwinkel 60° um die

a) x—Achse b) y—Achse

des R3 gedreht.
Bestimme jeweils die Koordinaten der Bilder der Eckpunkte und zeichne den gedrehten Wiirfel im Schrigbild.

Bis jetzt haben wir nur um die Koordinatenachsen gedreht. Jede beliebige Drehung im Raum lésst sich aber aus
solchen Achsendrehungen zusammensetzen: Man dreht zuerst um den Winkel v um die z-Achse, dann um den
Winkel § um die z-Achse und zuletzt um den Winkel o wieder um die z-Achse. Die drei Winkel «, 3, v heissen
Eulersche Winkel (nach dem Basler Mathematiker Leonhard Euler, 1707-1783); mit ihnen kann man jede Drehlage
eines Korpers im Raum beschreiben. Da eine Verkettung von Abbildungen dem Produkt der Abbildungsmatrizen
entspricht (Kapitel 5), erhdlt man die Matrix der Gesamtdrehung als Produkt der drei elementaren Drehmatrizen —
in der Reihenfolge von rechts nach links, weil die erste Drehung zuerst auf den Vektor wirkt:

Rz:vz = RZ(a) : Rx(ﬁ) : RZ(’Y) =

cos(a) cos(y) — sin(a) cos(B) sin(y) — cos(a) sin(7y) — sin(a) cos(B) cos(y)  sin(a) sin(5)
sin(a) cos(7y) 4 cos(a) cos(B) sin(y) —sin(a) sin(7y) + cos(a) cos(B) cos(y) — cos(a) sin(fB)
sin(8) sin(7) sin(8) cos(7) cos(8)

Dreht man um eine beliebige Achse (gegeben durch einen Vektor ¥) um den Winkel ¢ kann man anstatt die Euler-
Winkel zu berechnen, auch den Vektor normieren (d.h. Linge 1), dies macht man durch

ni

[~

n= n9 = U

=

ns
Dann ergibt sich folgende Drehmatrix

cos(ip) +n2(1 — cos(p)) nina(l — cos(p)) — ngsin(p) nins(l — cos(p)) + na sin(p)
nina(1l — cos(y)) + ng sin(p) cos(ip) +n3(1 — cos(p)) nans(l — cos(p)) — ny sin(p)
n3ny (1 —cos(p)) —nasin(p) nons(l — cos(p)) + nq sin(p) cos(p) +n3(1 — cos(y))

22. Drehung um beliebige Achse

Bestimme die Bilder der Eckpunkte des Einheitswiirfels bei Drehung um den Vektor | 1 | um 60°.
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5.5.2 Spiegelungen
Spiegelungen im R?

Es ist einfach nachzuvollziehen, dass die Orthogonalspiegelung an der z— Achse durch die folgende Abbildungsmatrix

10
== )

Will man nun an einer beliebigen Ursprungsgeraden y = ma mit m = tan(f) spiegeln, so liegt es nahe, diese auf die
Spiegelung an der x—Achse zuriickzufiihren. Zuerst dreht man die Spiegelachse um den Winkel —0 um den Ursprung,
dann fillt die Bildgerade mit der z—Achse zusammen. Dann benutzt man S,, um die Spiegelung durchzufiihren.
Anschliessend macht man die Drehung wieder riickgéngig, indem man um den Winkel § um den Ursprung dreht.

S, beschrieben wird.

Abbildungsmatrix der Drehung um den Winkel 6

D= (S )

Abbildungsmatrix der Drehung um den Winkel —6

P e i) B e )

Die Abbildungsmatrix der Spiegelung an der Ursprungsgeraden y = ma mit m = tan(6) ergibt sich also aus

Sy = Desen = (S0 O (300 ) = (el )

23. Verkettung zweier Geradenspiegelungen entspricht Drehung

a) Zeige, dass

_ [cos®(0) —sin?(f)  2sin(f) - cos(f) \ _ (cos(260)  sin(26)
Sy=ma = < 2sin(#) - cos(d)  sin?(0) — c082(0)> N (sin(20) - cos(20))

(benutze dazu die Additionstheoreme FoTaBe S. 99, siche auch Aufgabe 20)

b) Zeige, dass die Hintereinanderausfiihrung von zwei Spiegelungen an sich schneidenden Ursprungsgeraden einer
Drehung um den Ursprung entspricht (benutze dazu die in der ersten Teilaufgabe hergeleitete Beziehung).
D.h. Zeige

Sy:mlz . Sy:mQx = Doc

mit a =2 - (91 — 02)
Spiegelungen in R?

Genauso, wie in R? kann man die Abbildungsgleichung der Spiegelung an einer beliebigen Ebene finden, indem man
drei Abbildungen hintereinander ausfithrt:

1. Drehung, so dass der Normalenvektor der Ebene auf die z—Achse zu liegen kommt
2. Orthogonalspiegelung an der z — y—Ebene
3. Riickgéngig machen der Drehung aus 1.

Es ist einfach nachzuvollziehen, dass die Orthogonalspiegelung an der x — y— Ebene durch die folgende Abbildungs-
matrix Sy, beschrieben wird.

0 0
1 0
0

1
Sy = {0
00 -1
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24. Spiegelung an einer beliebigen Ebene

Spiegle den Punkt P(5,5,5) an der Ebene 2z +y + z = 0.

Bemerkung: die Drehmatrix wurde bereits in Aufgabe 22 bestimmt.

5.5.3 Projektionen

Die tiblichen Abbildungen beim Erstellen zweidimensionaler Bilder von raumlichen Objekten sind Projektionen. Die
wichtigsten Projektionen sind die Parallel- und die Zentralprojektion.

Parallelprojektion (auch Kavalierprojektion)

Zentralprojektion

Wie man den Bildern entnehmen kann, werden Geraden durch die abzubildenden Raumpunkte gezogen. Die Schnitt-
punkte dieser Projektionsgeraden mit der Bildebene sind dann die Bildpunkte.

Bei der Parallelprojektion verlaufen alle Projektionsgeraden parallel zueinander. Bei der Zentralprojektion hingegen
verlaufen alle Projektionsgeraden durch ein festes Projektionszentrum.

Parallelprojektion

Die Parallelprojektion benétigt man z.B. flir das Erstellen von Schatten, denn die Sonnenstrahlen fallen parallel ein

und bilden somit die Projektionsgeraden.
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Die Projektionsgeraden besitzen alle den gleichen Richtungsvektor U, wéhrend man als Stiitzvektor den Ortsvektor

p des abzubildenden Punktes P verwendet.

F=pttv

Prinzipiell kann man auf beliebige Ebenen projizieren, das Verfahren zum Erstellen der Abbildungsgleichung bleibt
gleich. Hier wird nun nur die Abbildung auf die verschiedenen Koordinatenebenen gezeigt.

Wihlen wir als Bildebene die y—z—Ebene (z = 0), so ergibt sich die Schnittbedingung zwischen der Projektionsgerade

und der Bildebene

0
y|=1y|+t
2’ z
Die erste Komponente liefert t = —% also
0 T . [° 0
Y ) I ) I P
/ a _c
z z c z—2-w

S Q

3]

Somit erhélt man fiir die Abbildungsgleichung fiir die Projektion in Richtung v =

Qoo

Analog erhélt man fiir die Abbildungsgleichung fiir die Projektion in Richtung ¢ =

auf die x — z—Ebene

o

auf die x — y—Ebene

(ST

o = O

>le

S = O

= O O

_— O

aloo e

8

8

8

auf die y — z—Ebene

a

b
c

25. Standardprojektion bei Darstellungen im dreidimensionalen Koordinatensystem

Eigentlich machen wir eine Parallelprojektion auf die y—z—Ebene, wenn wir einen Kérper in ein dreidimensionales
Koordinatensystem einzeichnen. In dieser Aufgabe vergleichst du die gezeichneten mit den berechneten Punkten.

a) Zeichne den Wirfel mit den Eckpunkten A(0,3,0), B(4,0,0), C(7,4,0), D(3,7,0), E(0,3,5), F(4,0,5),

G(7,4,5) und H(3,7,5) in ein dreidimensionales Koordinatensystem ein.
(z—Achse im 45°-Winkel und Verkiirzungsfaktor %)

b) Betrachte nun die 2— Achse sozusagen nicht mehr und lies die Koordinaten der Eckpunkte ab, als ob diese in

der y — z—Ebene liegen wiirden.

¢) Benutze die Abbildungsgleichung fiir die Projektion in Richtung v =

D[N = =

auf die y — z—Ebene, um die

Bildpunkte der Eckpunkte zu berechnen, und vergleiche diese mit den Ergebnissen aus b).

DMK — Matrizen

Version 20. September 2026



5 Abbildungen 43

26. Schattenwurf

Eine Mauer hat die Eckpunkte A(6,2,0), B(2,2,0), C(2,2,4) und D(6,2,4). Sonnenstrahlen mit der Richtung
1

v=| 2 | fallen auf diese Mauer.
-1

a) Zeichne den Schatten in das folgende Koordinatensystem ein.

VQc

b) Stelle die Abbildungsgleichung auf fir die Projektion in Richtung ¥ auf die  — y—Ebene und berechne damit
die Bildpunkte der Ecken des Schattens. Vergleiche diese mit dem eingezeichneten Schatten.

Zentralprojektion

Auch die Zentralprojektion kann man zum Erstellen von Schattenbildern benutzen. Dann allerdings geht das Licht
von einer Punktquelle aus. Kleine Leuchtquellen, wie z.B. eine Birne, kann man ndherungsweise als Punktquellen
betrachten. Die perspektivische Darstellung (siehe untenstehende Darstellung) benutzt auch die Zentralprojektion.
Weil unser Auge im Prinzip einer Lochkamera gleicht und somit auch alle Strahlen durch ein Zentrum - die Pupille

- treffen, ist das, was wir sehen also eine Zentralprojektion.
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Wenn man die Projektion (blau) betrachtet, dann erkennt man hier schon, dass parallele Geraden nicht mehr auf
parallele Geraden abgebildet werden. Die Zentralprojektion gehért darum nicht zu den linearen Abbildungen, die im
néchsten Teilkapitel behandelt werden und es wird deswegen nicht gelingen, diese mit einer Abbildungsmatrix zu
beschreiben:

Auf die gleiche Weise, wie bei der Parallelprojektion vorgegangen wurde, leitet man die Formel fiir die Berechnung
des Bildpunktes P’ eines beliebigen Punktes P im Raum her, in dem man die Gerade durch das Zentrum Z(a, b, c)
und den Punkt P(z,y, z) mit der Bildebene schneidet.

Die Projektionsgerade (ZP) lasst sich schreiben als

F=ptte(5-2)

Projizieren wir wieder auf die y —z—Ebene (2 = 0), so ergibt sich t = —% = —£— also erhélt man fiir die Koordinaten
des Bildpunktes P’ (2’ y'z")
/ 75(‘1_1’) 1(»L_a) a:afa:2+w27wa
z z r—a 7(1171 ) = P Ob
/ _ _ _ y(la—x x(y— _ ya—yx+zy—zb _ ay—bx
Y =1Y a— Y b= a—z + a—z - a—z - a—x
4 z z—c z(a—x) z(z—c) za—zx+xz—2C gz=cx
a—x a—x a—x a—x

Wie man sieht, konnen die Komponenten des Bildvektors nicht mehr als Linearkombination der Komponenten z, y, z
geschrieben werden und somit nicht mit einer Abbildungsmatrix berechnet werden. Die Zentralprojektion ist deswegen
keine lineare Abbildung. Was genau wir als lineare Abbildung bezeichnen, wird im néchsten Kapitel 5.5.4 beschrieben.
Mit der Zentralprojektion beschéftigt sich die projektive Geometrie.

5.5.4 Lineare Abbildungen

FEine Gleichung heisst linear in der Variable z, wenn die Variable x nur in der ersten Potenz in der Gleichung
vorkommt.
Beispiel: lineare Gleichungen

3r+5=7 ist eine lineare Gleichung

472 +3x+6 =0 ist keine lineare Gleichung, da x? vorkommt

4dr — 3y =6  ist eine Gleichung, die linear in x und y ist

2z — 5y” =2 st eine Gleichung, die zwar linear in z, aber nicht linear in y ist )

In Kapitel 1.7 wurde beschrieben, wie man lineare Gleichungssysteme mit Hilfe einer Matrix schreiben kann.

Beispiel: lineare Gleichungssysteme und Matrizen

r+2y+4z=1
—rx+y+3z2=4
3x+y—2z=3

kann man als

1 4 x 1
-1 1 3 yl =14
3 -2 z 3
schreiben. N

Dieses Prinzip tibertragen wir auf die linearen Abbildungen.
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Lineare Abbildung

Eine Zuordnung, die jedem Punkt P in R™ einen Bildpunkt P’ in R™ zuordnet, heisst lineare Abbildung,
wenn es eine m X n—Matrix A gibt, so dass fiir die Ortsvektoren p und };’ gilt

P=A-F

Die Matrix A heisst die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung,.

27. Lineare Abbildungen

Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Gib gegebenenfalls die Abbildungsmatrix an.

a) o' =2z —z b) o’ = 222 c) @' =x+1
Y =2y Y =2y y=y+4
2 =—z
d) o’ =3z e) =0 f) /=1
yl:€x+y y/:0 y/:2
Z =0 Z'=3

Bemerkung: Eine Affinitat ist eine bijektive Abbildung eines Vektorraumes auf sich selbst, die man als =T -F+b
schreiben kann, wobei T' eine n x n—Matrix ist. Die zu Anfang des Kapitels beschriebenen Abbildungen sind also
Affinitdten, aber im Allgemeinen nicht linear (wegen +b).

Eigenschaften von linearen Abbildungen

Es sei A ein Matrix, t ein Skalar und « und v Vektoren.
Dann gilt das so genannte gemischte Assoziativgesetz

und das Distributivgesetz
A-(@+0v)=A-u+A-0

Fiir die zugrundeliegende Abbildung mit der Abbildungsmatrix A bedeutet das Assoziativgesetz, dass aus 7 — v/
stets folgt, dass ¢ - 7+ ¢ - v/. Diese Eigenschaft einer Abbildung nennt man auch Homogenitit.

Fir die zugrundeliegende Abbildung mit der Abbildungsmatrix A bedeutet das Distributivgesetz, dass aus @ — u
und 7> v/ folgt, dass © + ¥ +— u + v'. Diese Eigenschaft einer Abbildung nennt man auch Additivitét.

Lineare Abbildungen sind also homogen und additiv.

Diese beiden Eigenschaften lassen sich zusammenfassen als (s - @4t - 7)) = s-u' +t - /. Was bedeutet, dass jede
beliebige Linearkombination zweier Vektoren auf die entsprechende Linearkombination der Bilder dieser Vektoren
abgebildet wird.

Daraus ergibt sich, dass bei linearen Abbildungen Geraden wieder auf Geraden abgebildet werden, die Geraden-
treue, und dass zueinander parallele Geraden wieder auf zueinander parallele Geraden abgebildet werden. Dies soll
nun an einem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel: Geradentreue

2 -1 3

A=|1 -2 0

0 0 O
-1 1
g =12 |+t 4
3 -2
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ein beliebiger Punkt auf g hat also die Koordinaten P(—1+¢,2 + 4¢t,3 — 2t).

Sein Bildpunkt P’ unter der linearen Abbildung mit der Abbildungsmatrix A ist also

2 -1 3 —14t 5 -8
p=(1 -2 o] -(2+4t|=|-5]|+t- -7
0 0 0 392t 0 0

was wieder eine Gerade darstellt. Die Abbildung hat also eine Gerade wieder auf eine Gerade abgebildet.

28. Parallelentreue

Gegeben ist die Abbildungsmatrix

2 0 3
A=11 =2 0
5 -1 -4

a) Bestimme eine Geradengleichung der Gerade g durch die Punkte P(1,0,3) und Q(1,1,7).

0 0
b) Zeige, dass die Gerade h: 7= [0 | +s- | —2 | parallel zur Geraden g ist.
0 -8

¢) Bestimme das Bild ¢’ der Gerade g.
d) Bestimme das Bild 2’ der Gerade h.
e) Zeige, dass ¢’ und b’ parallel sind.

Wenn A also eine beliebige 3 x 3—Matrix ist und ¢ : = @ + ¢ - ¥ eine beliebige Gerade in R3, dann wird wegen der

Linearitéit auch ¢’ : p_” =da’ +t- v eine Gerade darstellen.
Einzige Ausnahme ist, wenn v’ = 0. In diesem Fall ist das Bild der Gerade ein Punkt.

Ein einfach vorzustellendes Beispiel, bei dem eine Gerade auf einen Punkt abgebildet wird, ist die senkrechte Projek-
tion auf eine zur Gerade senkrechte Ebene (Halte dazu einen Stift vor ein Auge, schliess das andere Auge und drehe

den Stift so lange, bis du nur noch die Spitze siehst, aber nicht mehr die Lénge des Stiftes.).
Ein Ausnahmefall befindet sich in der nichsten Aufgabe.
29. Ausnahmefall, bei dem das Bild einer Gerade ein Punkt ist

Gegeben ist die Abbildungsmatrix

2 -1 3

A=18 2 0

6 2 -1
3 -1
Bestimme das Bild der Gerade g: 7= |2| +¢t- | 4
1 2

Geradentreue einer linearen Abbildung

Eine lineare Abbildung fiihrt jede Gerade genau dann in eine Gerade iiber, wenn das Bild des Richtungsvektors

vom Nullvektor verschieden ist.

Ist das Bild des Richtungsvektors der Gerade der Nullvektor, dann iiberfiihrt die lineare Abbildung die Gerade

in einen Punkt.
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Beispiel

1
R(2,3) auf das Dreieck P'Q’R’ mit P'(1,3), @Q'(2,1) und R'(7,11) ab.

Die affine Abbildung mit der Abbildungsgleichung ¥’ = <2 ;) - Z bildet das Dreieck PQR mit P(0,1), Q(1,0) und

—_
[\

@\L_‘ =
[\ N Wk Ot N 0o O~

3456 78 91011

f,_21
—\1 3

Die affine Abbildung mit der Abbildungsgleichung 7"’ = (2 L

1 3
P"Q"R" mit P"(5,4), Q"(6,2) und R"(11,12) ab.
Das Dreieck P”Q"” R"” geht aus dem Dreieck P'Q' R’ durch Verschiebung um den Vektor (‘11) hervor.

> T4 (i) bildet das Dreieck PQR auf das Dreieck

—
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Das Beispiel zeigt, dass der Flacheninhalt einer abgebildeten Figur nur von der Abbildungsmatrix (M, hier (i ;))

abhéngt und nicht von der Verschiebung des Ursprungs (¢, hier (‘11))

Wir wollen nun den Faktor berechnen, um den sich die Flache durch die Abbildung verdndert. Dazu schauen wir an,
wie das Einheitsquadrat unter der Abbildung mit der Abbildungsmatrix

a1 b1
M =
<a2 bz)
seinen Fldcheninhalt verandert.

1. Das Einheitsquadrat wird durch eine Abbildung mit der gegebenen Abbildungsmatrix auf ein Parallelogramm
abgebildet. Berechne mit Hilfe einer Zeichnung jeweils den Flédcheninhalt des Parallelogramms nach der Abbil-
dung.

o (3 ,) o (5 ) o (&)

Gegeben sei folgendes Parallelogramm, welches durch die Vektoren @ und b aufgespannt wird

Allgemein gilt fiir den Flacheninhalt A eines Parallelogramms:
A = Grundseite - Hohe
Fiir die Hohe h gilt (siehe Zeichnung):
h =[5 -sin(p)

Fiir die Berechnung brauchen wir Folgendes:

. ax
a =
a2

Skalarprodukt: @ - b = || - |b] - cos(¢p)

sin?(¢) + cos?(p) = 1
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A =lal - [b] - sin(¢)
A% =|d)? - [b]* - sin®(p)
A% =[a]* - [b? - (1 = cos® ()
A% =[a” - b — [@]* - B - cos® ()
A% =(a)? - |B]* — (a@] - [b] - cos())?
A? =[d* - b]* — (@~ b)
A? =(af + a3) (b7 + b3) — (arby + aghy)?
A% =a3b7 + aib3 + a3b] + a3bs — aib? — 2a1biazby — a3bs
A? :afbg — 2a1bsashy + a%b%
A? =(a1bs — a2b1)2
A =|a1bs — azb|

al b1
Man kann das ganze auch in den dreidimensionalen Raum einbetten mit @ = | as | und b= | by
0 0

Dann nutzt man das Vektorprodukt, um die Fldche zu berechnen
A = ld| - |b] - sin(p)

ay b1 0
A= ‘L_i X b| = ag X b2 = 0 = ((Zlbg — a2b1)2
0 0 arby — azby

A= |a1b2 — agbl‘
Da dieser Wert sich als sehr wichtig erweisen wird, bekommt er einen neuen Namen.

Determinante

Der Betrag der Determinante einer Matrix M gibt den Faktor an, um den sich der Flicheninhalt (in 2 Dimen-
sionen, in 3 Dimensionen das Volumen usw.) unter der Abbildung vervielfacht.

Wir schreiben det(M) oder |M|.

Berechnungsmethoden findest du auf S. 81 des Formeln, Tabellen, Begriffe

Von einer 2 x 2-Matrix berechnet sich die Determinante, wie wir es gerade herausgefunden haben:

ail a2
det(M) = = aj11 - A22 — A21 - A12
a1 a2

a) Berechne die Determinanten der Matrizen A und B, sowie von A - B.

11 3 0
A<O 5)undB<1 1)
b) Stelle eine Vermutung auf, was die Determinante des Produkts det(A - B) betrifft, denke hierbei auch an den

Faktor, um den sich der Fliacheninhalt des Einheitsquadrates verdndert. Zeige dies allgemein fiir 2 x 2-Matrizen.
c¢) Berechne die Determinanten der Matrizen A und A~!.

11
A =
b 3)
d) Stelle eine Vermutung auf, was die Determinante der inversen Matrix det(A~!) betrifft, denke hierbei auch

an den Faktor, um den sich der Flicheninhalt des Einheitsquadrates verdndert. Zeige dies allgemein fiir
2 x 2-Matrizen.
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Bei linearen 2 x 2 Gleichungssystemen haben wir 3 mogliche Falle fiir die Losungsmenge

4 1Y

3/

X

1 2 3 4 —4—3—2—‘_11 1 3 4
A2,
_3,
.‘4,

die beiden Geraden sind identisch die beiden Geraden sind parallel

unendlich viele Schnittpunkte
L ={(z,y)ly =mz +q}

die beiden Geraden haben genau
einen Schnittpunkt keinen Schnittpunkt

L= {(z,y)} L=1{

3. Gib jeweils die Losungsmenge des 2 x 2-LLGS an und bestimme die Determinante der Koeffizientenmatrix.

a) b) c)

6z —3y =3 1 1

8xr— y=0 —r+-y=0
—4x 42y = -2

62 — 3y = —9 22

—rx— y=1

Beim Losen der letzten Aufgabe sollte dir klar geworden sein, dass im Normalfall (d.h. wenn die Geraden sich in einem
Punkt schneiden) die Determinante # 0 ist und in den beiden Sonderféllen (identisch, parallel), die Determinante 0

ist.

Ist die Determinante 0, so nennt man die Matrix singulér, sonst reguléar.
Regulére Matrizen sind invertierbar, singulédre nicht.

Dies kann man leicht verstehen, wenn man sich klar macht, dass bei einer Abbildungsmatrix mit Determinante 0 das
Einheitsparallelogramm den Flacheninhalt 0 hat, d.h. beide Achsen fallen bei der zur Matrix gehérenden Abbildung

zusammen. Also kann man auch nicht rekonstruieren, woher ein Punkt kam.

4. Anzahl Losungen eines linearen Gleichungssystems

Entscheide iiber die Berechnung der Determinante, ob das lineare Gleichungssystem genau eine Lésung hat oder

ob einer der beiden Sonderfille vorliegt.

Die beiden Sonderfille sind: unendlich viele Losungen (Geraden sind identisch) oder keine Losung (Geraden sind

parallel).

a) b) ©)
—rx— y=4 2r —

3r+3y==6

T— y=3
9z + 3y =15

y:

9 27
-9 Ty =_21
$+2 5
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5. Orientierung

Zeichne jeweils die Achsen des neuen Koordinatensystems nach der Abbildung mit der gegebenen Abbildungs-
matrix und berechne die Determinante.

Lésst sich ein Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen der Determinante und der Orientierung des Koordina-
tensystems erkennen? Kannst du dies begriinden?

) (i) 0 (2 1) 0 (2 1) o ()

Ist die Determinante der Abbildungsmatrix negativ, so ist die Abbildung orientierungsumkehrend,
wenn sie positiv ist, ist die Abbildung orientierungserhaltend.
Ist die Determinante der Abbildungsmatrix 0, so ist die Abbildung nicht umkehrbar.

6. Umkehrbarkeit

Fir welchen Wert von t ist die zur folgenden Matrix gehérende Abbildung nicht umkehrbar?
Begriinde deine Antwort.

(i)

7. 2 X 2—Matrizen, Klassifikation

0 (50 0 (s ) 0 (55 )

Gib an, welche der obigen Matrizen eine orientierungstreue/-umkehrende Abbildung beschreiben.

Bei 3 X 3—Matrizen kann man das Verfahren von Sarrus anwenden (siche FoTaBe S. 31).
+ + +
ai a2 ais ai a2

a21 22 a23 a21 a22

>ox 7
NP N
a31 a32 a33 a31 a32

a1 a2 a13
det | ag1 @22 as3 | = ar1a22a33 + a12a23a31 + A13A21a32 — A13G22a31 — Q11023032 — (12021033
azy azz2 ass
Beispiel
+ +  +
1 2 3 1 2
N X X/
4 5 6 4 5
XK X N\
7 8 9 7 8

~N &~
oo Ot N

3
6/=1-594+2-6-7+3-4-8-3-5-7—1:6-8-2:4-9=0
9

8. 3x3-Matrizen

i) Berechne jeweils die Determinante der folgenden Matrizen.
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-2 7 6 0 2 0 2 1 4
a) det| 5 1 =2 b) det {3 5 0 c) det {3 5 =7
3 8 4 1 6 2 1 6 2
-1 1 2 3 0 0 c -4 3
d)ydet[ 3 0 -5 e) det [2 -1 5 f) det|2 1 ¢
1 7 2 1 9 -4 4 c¢c—1 2

ii) Gib an, welche der Matrizen aus Aufgabenteil a) singuldr und welche regulédr sind.

iii) Welche Matrizen beschreiben eine orientierungstreue/-umkehrende Abbildung.

Spatprodukt

Als Spat (Parallelflach oder Parallelepiped; schiefes Prisma, dessen Grundfliche ein Parallelogramm ist)
a1 bl C1

bezeichnet man einen dreidimensionalen Korper, der von den drei Vektorend = | as |, 0= | by | und &= | ¢
as b3 3

aufgespannt wird.

-,

Als Spatprodukt bezeichnet man [@,b,d =@ (b x &) = (@ X b) - &
(siche Formeln, Tabellen, Begriffe S. 105)

Die Vektoren koénnen zyklisch vertauscht werden, ohne dass sich der Wert des Spatprodukts dndert.

Das Volumen des Spats berechnet sich mit

ap b
)(C_iX )Cv‘: det as b2 Co
as b3 C3
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Das Spatprodukt liefert also zusédtzlich zum Volumen auch noch die Orientierung: positives Spatprodukt bedeutet,
dass die drei Vektoren d, b und & im Gegenuhrzeigersinn angeordnet sind, also ein rechtsorientiertes System bilden
negatives Spatprodukt bedeutet, dass die drei Vektoren im Uhrzeigersinn angeordnet sind, d.h. ein linksorientiertes
System bilden

aq b1 C1
Dass (@ x l_;) -c=det [ ap by co | ist, kann man uber die Koeffizienten leicht zeigen:
az bz c3
a by 1 azbs — azbs 1
(6>< 5)5: ag X b2 e | = a3b1 — a1b3 2| = a2b3C1 —agbgcl +a3b1cQ—a1b302+a1b203—a2b103
as b3 c3 a1bs — azb; c3

ap by o
= a16203 + a2b301 + agblcg — a1b302 — a2b103 — agbgcl = det a9 b2 C2
a3 by c3

Die Formel fiir das Volumen kann man mit geometrischen Uberlegungen und der Definition von Skalar- und Vektor-
produkt herleiten:
Allgemein gilt fiir ein Prisma

Volumen = Grundflache - Hohe

Die Grundfliche G kann man mit dem Betrag des Vektorprodukts berechnen:

G =lax E‘
Die Hohe h berechnet sich mit
h =c - [cos(p)|
Man erhélt fir das Volumen V' also
v =@ x 8] 1a- | cos(p)l,

-,

9. Volumen des Spats

3 0 1
Berechne das Volumen des Spats, der durch die Vektoren [ 0|, | 1| und | 2 | aufgespannt wird.
0 0 3

10. Volumen einer Pyramide

Berechne das Volumen der Pyramide mit quadratischer Grundfliche ABC D mit A(12, —6,2), B(10,2,0), C(4,2,6)
und D(6,—6,8) und Spitze S(16,2,12).

11. Volumen eines Tetraeders

Berechne das Volumen des Tetraeders ABCD mit den Eckpunkten A(1,-1,0), B(2,1,—1), C(0,1,—3) und
D(-1,1,2).
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Fiir mehr als 3 Dimensionen gibt es keine Regel von Sarrus mehr. Stattdessen fiihrt man die Determinante auf
kleinere Determinanten zuriick, indem man sie nach einer Zeile oder Spalte entwickelt (siehe auch Formeln, Tabellen,
Begriffe S. 31). Je mehr Nullen die gewéhlte Zeile bzw. Spalte enthélt, desto weniger Unterdeterminanten muss man
tatséchlich ausrechnen.

Laplace Entwicklungssatz

Fir eine n x n-Matrix A = (a,;) bezeichne D;; die Determinante der (n—1) x (n—1)-Matrix, die aus A entsteht,
wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte weglasst (Streichungsdeterminante). Dann gilt fiir jede feste Zeile ¢

n
|A| = (-1)** a;; Dy
j=1

und ebenso fiir jede feste Spalte j

n
|A| =) "(-1)"* a;; Dy
i=1
Jeder Summand besteht also aus dem Eintrag a;;, der zugehérigen Streichungsdeterminante und einem Vorzei-
chen, das wie auf einem Schachbrett wechselt: + fiir ¢ + j gerade, — fiir 7 + j ungerade.

Beispiel
1 3 5
2 71
-3 1 5

Man kann nach einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln, da hier keine 0-en sind, bringen alle Zeilen/Spalten
gleich viel Arbeit. Es werden nun drei Berechnungen fiir dieselbe Matrix gemacht, die zum gleichen Ergebnis fiihren
miissen.

Entwicklung nach der ersten Zeile:

1 3 5 1 3 5 1 3 5
2 71 2 7 1 2 71
-3 1 5 |-3 1 5 |-3 1 5
1 3 5
2 7 1|=1 7 1—3- 2 14—5- 2 7:1-34—3-134—5-23:110
15 -3 5 -3 1
-3 1 5
Entwicklung nach der zweiten Zeile:
1 3 5 1 3 5 1 3
2 71 2 71 2 71
-3 1 5 |-3 1 5| |-3 1
1 3 5
2 7 1=—2~’3 5‘—}—7-’1 5’—1-‘1 3‘:—2~10—&—7~20—10:110
1 5 -3 5 -3 1
-3 1 5
Entwicklung nach der dritten Spalte:
1 3 1 35 1 35
71 2 71 2 71
-3 1 5 |-3 1 5/ |-3 1 5
1 3 5
2 7 1|=5- 2 7—1- 1 3+5~1 3:5-23—1-10+5-1:110
-3 1 -3 1 27
-3 1 5 1
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12. n x n -Matrizen

00 0 0 -3 5 0 00 0
:12_592421 00 0 -4 0 0 0 0 0 —4
a) s 5 3 bY[o 0 =1 0 0 o 0 30 0
S 0 o 02 0 0 0 0 0 01 0
50 0 0 0 0 -2 00 0

13. Bestimme z.

T -1
3 1—=x

Bisher haben wir nur gesehen, wie wir die Determinante einer n x n Matrix mit Hilfe einer rekursiven Darstellung
berechnen kénnen. Tatsdchlich ist es moglich eine explizite Formel aufzustellen. Dazu bendtigen wir jedoch ein paar
Bausteine.

6.5.1 Die symmetrische Gruppe

Die symmetrische Gruppe der Ordnung n ist die Menge S,,, deren Elemente umkehrbare Abbildungen der Form

o:{l,...,n} = {1,...,n} sind. Wir nennen ein Element o € S,, eine Permutation. Eine solche Permutation ver-
tauscht im Prinzip die Zahlen 1, ..., n, sodass diese in einer anderen Reihenfolge gegeben sind.
Beispiel

Angenommen wir haben die Menge {1,2, 3,4}, d.h. wir setzen n = 4. Dann konnte ein Element von Sy die Abbildung
sein, die folgende Vertauschungen bewirkt:

1—3
2—=1
3—4
42

Somit wird die Reihenfolge 1,2, 3,4 auf die Reihenfolge 3,1, 4,2 abgebildet. ]

Tatséchlich ist es so, dass die symmetrische Gruppe der Ordnung n genaun! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1
Elemente hat. Einer Permutation o € S,, kann man auch ein Vorzeichen, also positiv oder negativ, zuordnen. Wir
koénnen also eine Abbildung

sign: S, —» {-1,1}

definieren. Diese Abbildung ist definiert durch sign(o) = 1, falls man die neue Reihenfolge durch eine gerade Anzahl
an Vertauschungen (Tausch von jeweils zwei Zahlen) erhélt, und sign(o) = —1, falls man dazu eine ungerade Anzahl
an Vertauschungen braucht.

Beispiel

Fiir die Permutation o im vorherigen Beispiel gilt also
l—=3—=4—=2—1
Die Reihenfolge 3,1, 4, 2 erhélt man aus 1,2,3,4 durch drei Vertauschungen von jeweils zwei Zahlen:
1,2,3,4 — 3,2,1,4 — 3,1,2,4 — 3,1,4,2

Somit haben wir 3 Vertauschungen und damit eine ungerade Anzahl und somit ist sign(c) = —1.
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Beispiel

Angenommen wir haben eine Permutation o € Sy wie folgt:
1—2
23

3—1
4+ 4

Die Reihenfolge 2,3, 1,4 erhilt man aus 1,2,3,4 durch zwei Vertauschungen (1,2,3,4 — 2,1,3,4 — 2,3,1,4). Dann
haben wir also 2 Vertauschungen und somit ist sign(o) = 1. ]

6.5.2 Die Leibniz-Formel

Leibniz-Formel

Fiir eine quadratische n x n Matrix A, ist die Determinante gegeben durch

n
det(A) = Z sign(o) Haio(i) = Z 8ign(0) a10(1)@25(2) * * * Ano(n)
=il

oceS, ocES,

Beispiel
Angenommen wir haben eine 3 x 3 Matrix
air a2z ais

A= lan ax az3
azi1 asz ass

Da n = 3 ist, wissen wir, dass es 3! = 6 Permutationen in S3 geben muss. Die Permutationen sind wie folgt:

(1,2,3) — (1,2,3)
(1,2,3) — (1,3,2)
(1,2,3) — (2,1,3)
(1,2,3) — (2,3,1)
(1,2,3) — (3,1,2)
(1,2,3) — (3,2,1)

Dann gilt mit der Formel von Leibniz fiir die Produkte der Eintrage jeweils

+ ai1a220a33
— (11G23032
— 12021033
+ aizag3as;
+ ai3a21032

— 13022031
Daraus folgt also die Determinante
det(A) = 11022033 + 12023031 + G130210A32 — A130A22031 — A11023032 — 112021033

Das entspricht genau dem Resultat aus dem Verfahren von Sarrus. )

Wir haben bereits gesehen, dass det(AB) = det(A) det(B) ist. Nun mochten wir diese Beziehung mit Hilfe der Formel
von Leibniz beweisen. Wir betrachten zwei n x n Matrizen A = (a;;) und B = (b;;). Dabei bezeichne wir das Produkt
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n
mit C = AB = (¢;5), wobel ¢, = Y a;bjx. Somit erhalten wir mit der Formel von Leibniz
j=1

det(C) = Z sign(o Z a1, bj,0(1) Zazjz j20(2) Z nj, 0o (n)

oeS, J1=1 Jn=1
n
= D g an, Y sign(0) buembi@ee  bimem
J1d2s-in=1 oESH
Ist nun j = (j1,...,jn) keine Permutation von {1,...,n}, so ist der entsprechende Summand

> sign(0) bjye)bi@e@ *** bimo(n)
oES,

gleich Null, da diese Matrix nun zwei gleiche Zeilen hat. Somit beschrdnken wir uns nur auf Permutationen j =
J(1),...,j(n))in S,. Wenn wir nun die Faktoren b;(1)5(1); - - - s 0j(n),o(n) Umordnen, erhalten wir by ;-1,(1), - - -

D (1)> j(n),0(n) Jte(1)
Das ausserdem sign(j~!) = sign(j), folgt dass

sbnj=1o(n)-

det(C) = Z aij, - - Gnj,sign(j Z sign(j 51gn( o) b1 j-10(1)b2,j-10(2) * bnj1a(n)

JESH gESy
=) sign(j) aij, -+ an;, det(B)
JESK
= det(A) det(B)

14. Finde alle Permutationen in

0
[\
I

ja: {1,2} = {1,2}}
o:{1,2,3,4} — {1,2,3,4}}

15. Berechne das Vorzeichen der folgenden Permutationen:

2,3,
2,3,
2,3

Y

2,1,3
4,1,3
1,2,3

b

a) ,
b) ,
)

1
1
c 1

>
=N

H( )= (
H( )= (
( )= (

999

, )
, )
: )

bl

16. Berechne die Determinante einer 2 x 2 Matrix

a1l a2
A= (
a1 a22

mit Hilfe der Leibniz-Formel.
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Oft gibt es fiir Abbildungen der Form Z’ = A - Z Vektoren fiir die ¢ und A - ¥ lineare Vielfache voneinander sind.

Wo tauchen solche Vektoren auf? Uberall dort, wo ein Vorgang Schritt fiir Schritt durch dieselbe Matrix beschrieben
wird — etwa bei den Ubergangsmatrizen aus Kapitel 1, bei Wachstumsmodellen in der Biologie oder bei Schwingungen
in der Physik. Ein Vektor, der von A nur gestreckt wird, dndert seine Richtung auch nach vielen Schritten nicht;
solche Vektoren beschreiben deshalb das Langzeitverhalten des Vorgangs. In diesem Kapitel lernst du, wie man sie
findet.

Eigenwert, Eigenvektor

Sei A eine n x n-Matrix. Gibt es einen Vektor @ # 0 und eine Zahl ), so dass
A-T=X-7

gilt, so heisst ¥ ein Eigenvektor von A und X der zugehorige Eigenwert. Die Abbildung # — A - Z bildet einen
Eigenvektor also auf ein Vielfaches von sich selbst ab.

In der Ebene und im Raum ldsst sich das anschaulich deuten: Ein Eigenvektor ¢ wird durch die Abbildung mit A
auf X\ - ¥ abgebildet, also gestreckt (JA| > 1) oder gestaucht (|A| < 1); ist A negativ, kehrt sich zusétzlich die Richtung

um.

ohne Richtungsumkehrung mit Richtungsumkehrung

<L

Beispiel

Der Vektor ¢ = (1) ist ein Eigenvektor der Matrix

a2

zum Eigenwert \ = 2, denn

ENEORIREES -
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Um die Eigenwerte einer n x n-Matrix A zu bestimmen, schreiben wir die Gleichung etwas um:

A-d=X-7

A T—X-T=0

damit wir ¥ ausklammern konnen, miissen wir A - ¢ = A - E' - ¥ nutzen, damit man in der Klammer zwei Matrizen
voneinander subtrahiert

AT—NE-i=0

(A=X-E)-7=0

Die Zahl \ ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn das Gleichungssystem (A— - E) -7 = 0 eine Losung 7 # 0
besitzt, und das ist genau dann der Fall, wenn

det(A—X-E)=0.

Man nennt diese Gleichung die charakteristische Gleichung von A. Rechnet man die Determinante aus,
entsteht ein Polynom in A, das charakteristische Polynom von A; seine Nullstellen sind die Eigenwerte von
A.

Das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix hat maximal n Losungen fiir A und somit hat eine n x n-Matrix
maximal n Eigenwerte mit den dazugehérenden Eigenvektoren. Angenommen eine Matrix A hat die Eigenwerte
Aly-.., An, Wobei gewisse Eigenwerte gleich sind, d.h. es gibt eine Teilmenge {\;,,..., ;. } von {A\1,...,A,} mit
A=Ay = A, = ... = \;,,. Somit sind k Eigenwerte gleich und wir nennen diese Zahl X. Dann sagt man, dass
der Eigenwert \ algebraische Vielfachheit k hat. Dieser Eigenwert A hat dann fiir uns jeweils k linear unabhingige
Eigenvektoren.® Wenn ein Eigenwert )\ algebraische Vielfachheit k hat, heisst das, dass ) eine k-fache Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist. Wenn wir die Eigenwerte Aq, ..., A, und die dazugehorigen Eigenvektoren berechnet
haben, kénnen wir den Untervektorraum von R™ betrachten, der von den Eigenvektoren erzeugt wird, d.h. die lineare
Hiille der Eigenvektoren. Wir nennen diese lineare Hiille den Figenraum zum Eigenwert A; fiir ¢ € {1,...,n} und

bezeichnen ihn mit
Eig(Ai)

Wenn v, . .., v, die jeweiligen Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aq,..., A, sind, dann gilt
Eig(\;) = span(%;)

Falls A\;; = ... = A\;, = A, dann gilt
Eig(\) = span(¥;,,...,7;,)

Wir nennen jeweils dim Eig(\) die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A.

Beispiel: 3x3 mit 3 Eigenwerten

-1 1 -1
A=|-2 2 -1
-3 3 -2
—1-Xx 1 —1
det(A—X-E)=det| -2 2-X -1 |==-X-)2+2)\
-3 3 —2-2)

Die Eigenwerte von A sind dann die Losungen der Gleichung —A% — A2 + 2\ = - A(A = 1)(A+2) =0
A =0, =1, Ag = —2

Nach der Bestimmung der Eigenwerte wollen wir nun auch die zugehorigen Eigenvektoren bestimmen.

Die Eigenvektoren von A zum Eigenwert A sind die von Null verschiedenen Vektoren o, die die Gleichung A-v = \- ¢
erfiillen.

Die entsprechenden Vektoren bilden eine Basis des Eigenraums von A.

5Das ist nicht immer der Fall; in diesem Themenheft betrachten wir aber nur solche Matrizen (siche Kapitel 7.3).
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A-T0=\-7

kann man umschreiben zu:

(A=X-E)-¥=0

d.h. fiir den Eigenwert A = 0 ergibt sich folgende Gleichung;:
11 -1 Ty 0
-2 2 =1|-|yw ] =10
-3 3 -2 2y 0

Als Losung erhélt man:

Ty = Yo, Yo = Yv, 20 =0

1
Damit sind die Eigenvektoren von A zu A = 0 die von Null verschiedenen Vektoren k- | 1 |, k € R\{0}.
0
Da jedes Vielfache eines Eigenvektors wieder ein Eigenvektor zum selben Eigenwert ist, kann man ein beliebiges
1
Vielfaches wihlen, um schéne Zahlen zu erhalten, hier z.B. = | 1
0

Fiir A = 1 erhélt man analog zu oben z, = 0, y, = z,, also einen Eigenvektor [ 1 |, so dass der Eigenraum zu A =1

1
0
den Vektor | 1| als Basis hat.
1
1
Fir A = —2 erhdlt man analog zu oben z, = y, = %zv, also einen Eigenvektor | 1 |, so dass der Eigenraum zu
2
1
A = —2 den Vektor | 1| als Basis hat.
2 1

Beispiel: 3x3-Matrix mit 2 Eigenwerten

2 -1 1
A=|-1 2 1
0 0 3

Das charakteristische Polynom ist —A% + 7A% — 150 +9 = —(A — 1)(\ — 3)? und somit sind die Eigenwerte \; = 1
und Az = 3 (doppelte Nullstelle).

Fiir Ay = 1 erhélt man analog zum letzten Beispiel

1 -1 1 o 0
1 1 1]-(w]=10
0 0 2 2o 0

Wenn man dieses Gleichungssystem 16st, erhdlt man:
Ty = Yo, Yo = Yo, 20 =0

1
Also ist der Eigenvektor v = | 1
0
Fiir Ay = 3 erhélt man analog zum letzten Beispiel
-1 -1 1 Ty 0
-1 -1 1|-|yw] =10
0 0 O 2y 0
Alle drei Gleichungen sagen dasselbe, ndmlich x, = —y, + z,; die Variablen y, und z, sind frei wahlbar.
In diesem Beispiel gibt es also zwei linear unabhingige Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 3,
-1 1
ndmlich | 1 | (firy, =1, 2,=0)und | 0] (firy, =0, z, =1).
0 1
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-1 1
Somit ist 11,10 eine Basis des Eigenraumes zum Eigenwert Ay = 3
0 1

Dies bedeutet, dass jede Linearkombination von diesen beiden Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 3 wieder ein
Eigenvektor ist, z.B.:

-1 1 1
Vpeu= 11 | +2|0] =11
0 1 2
2 -1 1 1 3
A vpeu=1-1 2 1 11 =1(3]=3-[1] =X vpeu
0 0 3 2 6

1. Bestimme das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenraumbasen.

o (3 5 0 (i) 0 (s o)
" (s 1) 2 (0 o) " (0 1)

1 1 -1 0 1 0 1 -2 0
g o 2 -3 h (o 0 1 1)210)
0 0 -1 0 4 0 1 0 3
3 1 -1 2 -3 3 3 -3 3
N lo 2 o Ko -1 o 1)003)
1 1 1 0O 0 -1 0o 0 3
L I 120
m)|{0 -1 0 n) [3 -4 3 0)
o 1 3 3 -5 4 00 21
0 0 0 2
1 0 0 1
01 1 0
P)lg 11 0
1 0 0 1

2. Es sei A; = <:(13 3;)

a) Fir welches ¢ hat die Matrix A; genau einen Eigenwert? Gib den Eigenwert an und die dazu gehorende
Eigenraumbasis.

b) Fir welches ¢ hat die Matrix A; keine Eigenwerte?

c¢) Fiir welches ¢ hat die Matrix A; zwei verschiedene Eigenwerte? Gib diese Eigenwerte in Abhéngigkeit von ¢
an.

d) Bestimme in c) den zweiten Eigenwert, wenn -1 ein Eigenwert ist. Und gib jeweils die dazugehorenden Eigen-
raumbasen an.
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7.2 Eigenwertbestimmung durch Iteration

Dieses Unterkapitel ist von Thomas Wihler, Universitit Bern, leicht abgedndert aus dem Buch “Mathematik fir
Naturwissenschaften: Einfiihrung in die lineare Algebra”, erschienen beim Haupt-Verlag, 2012.

In praktischen Anwendungen ist die numerische Berechnung (Octave ist ein numerisches Programm) der Eigenwerte
mit Hilfe der charakteristischen Gleichung generell zu vermeiden. Dies liegt daran, dass die Gleichung typischerweise
eine erhéhte Gefahr von Rundungsfehlern mit sich bringt.

Man sieht dies an folgendem Beispiel:

1 10710
A_<10—10 1)

Das charakteristische Polynom ist also:

A2 -2 +(1-10720) =0
dh. A =1+10710, Ny =1—10"10

Numerische Software (wie Octave) basiert oftmals auf 15 Stellen (double). Daraus resultiert, dass 1 — 10720 auf 1
gerundet wird, d.h. Octave erhélt fir das charakteristische Polynom:

M2 +1=\-1)%2=0
was zu den falschen Eigenwerten A\ = Ay = 1 fiihrt.
3. Rundungsproblem
Berechne in Octave das charakteristische Polynom (Syntax: p=poly(A), roots(p)) und die Eigenwerte von A.

Es gibt numerische Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte, die auf anderen Loésungsansitzen beruhen. In der
Praxis werden oft Iterationsmethoden oder geeignete Matrixfaktorisierungen eingesetzt. Du wirst nun ein Iterations-
verfahren kennenlernen, welches weniger anfillig auf Rundungsfehler ist.

Wir betrachten dazu folgendes Beispiel (diskreter Markovprozess oder Markovkette):

Beispiel

Wer den Geysir Old Faithful im Yellowstone-Nationalpark beobachtet, wird feststellen, dass er seine Fontédnen in
unregelméssigen Abstdnden hochsteigen l&sst.

Wer aber die Wartezeiten zwischen zwei Ausbriichen grob in kurz und lang einteilt und damit etwas Statistik treibt,
wird bemerken, dass auf ein kurzes Intervall immer ein langes folgt, nicht aber umgekehrt. Genauer gilt:
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Die Chance (Wahrscheinlichkeit), dass auf eine kurze Wartezeit eine lange folgt, ist 100%.
Die Chance, dass auf eine lange Wartezeit eine kurze folgt, ist 53.6%, wahrend sich mit einer Chance von 46.4%
wiederholt ein langes Intervall anschliesst.

Diese Verhaltensweise lisst sich in Form eines Ubergangsgraphen darstellen:

100%
’ kurze Wartezeit ‘ ’ lange Wart@b
\_/ 46.4%
53.6%
Die Ubergangsmatrix ist also:
K L
G K (0 0530
L 1 0.464 )’

Wir bezeichnen die Chance fiir eine kurze respektive lange Wartezeit mit k& und . Soeben wurde ein langer Abstand
zwischen zwei Ausbriichen beobachtet. Dies entspricht den Wahrscheinlichkeiten

ko =0% =0, lop = 100% = 1,

wobei wir den Index ”0” benutzen, um den Startpunkt der Beobachtungen zu markieren. Die darauf folgenden
Wartezeiten nummerieren wir dementsprechend mit 1, 2, 3, .. ..

Somit ergibt sich fiir k1 und Iy:

oder eben nach n Wiederholungen:

ln+1 ln
Wir erhalten also einen Iterationsprozess (an der Uni wirst du diesen Typ als Markovprozess oder Markovkette
kennenlernen).

—1

4. Tterationsprozess in Octave

a) Schreibe ein kleines Programm in Octave, welches dir nach Eingabe der Matrix S und der Anzahl Iterations-

kn
I ) ausgibt.

k k
b) Teste dein Programm fiir das vorhergehende Beispiel des Geysirs zur Berechnung von <ll> bis (ls) mit
1 8

schritte n die iterierten Vektoren (

ko = 0% = 0, lo = 100% = 1.

Wie du siehst, stabilisiert sich der Vektor (li"H) =5 <I;”> ~ <I;n>, d.h. (];") ist ein Eigenvektor von S.
n+1 n n n
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5. Es sei nun folgende Matrix gegeben

a) Berechne fiir diese Matrix mit dem von dir geschriebenen Programm die Vektoren v; bis vg nach Eingabe des

c)

Startvektors vy = ((1)>

Zuerst wirst du keine Stabilisierung des Vektors bemerken.

Fiige nun in dein Programm eine Zeile ein, die jeweils den Vektor durch seine Lénge teilt w;,, = %

(Syntax: norm(v) berechnet die Lange eines Vektors ¥)

Jetzt haben wir also den gewiinschten Eigenvektor gefunden, denn diese Stabilisation ldsst sich zusammen-

fassen als:

<t

Unt1 —B. I
|17n+1‘ |6n|

n

=

nl

Bleibt noch die Bestimmung des Eigenwertes.
Fiir einen Eigenvektor wissen wir, dass gilt:

Also ist

Genau genommen erhélt man so den Betrag |\|; das Vorzeichen von A erkennt man daran, ob B-¥,, in dieselbe

oder in die entgegengesetzte Richtung wie v, zeigt.

Fiige also nun nach der For-Schleife einen Programmcode ein, der den Eigenwert ndherungsweise berechnet.

Mit \ = B8

]

Bemerkung: Normierung der Vektoren kann bei Ubergangsmatrizen weggelassen werden

Die Normierung der Vektoren (d.h. das Teilen durch ihre Léinge) wie in Aufgabe 5 kann man bei Ubergangsmatrizen
weglassen (d.h. man rechnet wie in Aufgabe 4). Dies ist sinnvoll, da die Vektoren alle eine Komponentensumme von
1 haben.
Was die Berechnung der Eigenvektoren durch Iteration mit Hilfe von Taschenrechnern oder Computerprogrammen
massiv vereinfacht. Man muss dann ndmlich nur eine geniigend hohe Potenz der Matrix mit einem Startvektor
multiplizieren. Geschickterweise wihlt man fiir die Startverteilung einen Vektor mit der Spaltensumme 1 und einer
Gleichverteilung (d.h. jede Komponente des Startvektors hat den Wert %, wobei n die Anzahl Komponenten ist).

6. Anwendung der Eigenwertberechnung

In einer Schimpansen-Population gibt es sechs Schimpansen, die regelméssig miteinander interagieren. Ein Dop-
pelpfeil gibt eine gegenseitige Interaktion an, wéahrend ein einfacher gerichteter Pfeil angibt, dass sich nur ein

Tier um das andere kiimmert.
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d.h. z.B. Cynthia kiimmert sich um Sue, aber Sue nicht um Cynthia.

Will man in dieser Population eine Hierarchie bestimmen, so kann man ein einfaches Modell anwenden. Man
weist jedem Tier eine Rangnummer 7 zu und jedes Tier verteilt seine Rangnummer gleichméssig auf alle Tiere,
mit denen es interagiert.

Daraus ergibt sich dann folgender gerichteter Graph:

Tda

%TPhﬂ
TIda
%TBob ¥ %rPhil
Bob Cynthia g Phil
%rCynthia
%TBob T'Nemo 1 1 %rPhil T'Sue
37 Cynthia 37 Cynthia
Nemo Sue
Die “Netzwerkmatrix” ist also folgendermassen:
B C P N I S
B0 5 0 1 0 0
cCl3 0 % 0 10
Pl1O O O O 0 1
P=nNl1 10 000
2 3
I'1o 0o %+ 0 00
S\0O 3 3 0 00

a) Bestimme den Eigenvektor von P mit dem von dir geschriebenen Programm. Starte die Iteration mit dem
Vektor v, der in allen Komponenten % hat.

b) Spiele mit der Iterationszahl und versuche so eine Rangordnung aus dem in der Aufgabe beschriebenen
Netzwerk herauszulesen. (Der Schimpanse mit den hochsten Interaktionsprozenten ist der hochste in der
Hierarchie der Gruppe.)

c¢) Finde nun den Eigenvektor, indem du P?° - & berechnest.

7. Google PageRank Algorithmus

Larry Page und Sergei Brin entwickelten mit der Idee der Eigenwertbestimmung durch Iteration 1996 an der
Stanford University den Google PageRank Algorithmus. Sie wollten es erméglichen, die Webpages bei einer
Suchanfrage im Internet so zu ordnen, dass die Seiten, welche am wichtigsten sind, zu oberst auf der Liste der
gefundenen Links angezeigt werden.

Der Algorithmus versteht Links auf Webpages als Pfeile in einem Ubergangsgraphen. Der Eigenvektor der zum
Ubergangsgraphen gehorenden Ubergangsmatrix zeigt dann mit seinen Eintrigen die Rangfolge der Webpages
an.

Die Idee hinter dem Algorithmus ist, dass eine Webpages dann als wichtig gilt, wenn viele andere ebenfalls
wichtige Seiten einen Link zur betrachteten Seite haben. Konkret wird ein ‘random surfer’ betrachtet: Befindet
er sich auf einer Webpage, so klickt er zufillig einen Link auf dieser Seite auf eine andere Seite an. Hat die Website
keinen Link (solche Websites nennt man dangling nodes), so wahlt er die ndchste Webpages vollig zufillig aus.

Der folgende Ubergangsgraph stellt die Webpages A bis ' dar und die Pfeile zeigen an, welche Seite auf welche
verlinkt.
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a) Bestimme die Ubergangsmatrix fiir den abgebildeten Ubergangsgraphen.
b) Ordne die Webpages ihrer Wichtigkeit nach, indem du den Eigenvektor der Matrix bestimmst (durch Multi-

plikation einer gentigend hohen Potenz der Matrix mit einem geeigneten Startvektor).

8. Ranking innerhalb eines sozialen Netzwerks

In einem sozialen Netzwerk kénnen die User ihre Profile untereinander verlinken. Die Links sind folgendermassen
gesetzt.

Hat links auf die Profile folgender Personen | Anna ‘ Bernd ‘ Carmen | Daniel ‘ Elisa ‘ Frank
Bernd Anna Daniel Anna Bernd | Anna
Carmen | Frank Elisa, Carmen | Daniel
Daniel Frank Frank

a) Erstelle den Ubergangsgraphen.

b) Gib die Ubergangsmatrix an.

¢) Anna startet auf ihrer eigenen Seite und klickt jeweils eine der verlinkten Profile zuféllig an (z.B. Anna-Bernd-
Frank-Anna-Daniel-Carmen). Mit welcher Wahrscheinlichkeit landet sie nach 5 Klicks wieder auf ihrem eigenen
Profil?

d) Wessen Seite wird am meisten besucht, wenn man zuféllig den Links der Profile iiber einen langeren Zeitraum
folgt?

9. Random Walk

Ein Roboter wird in ein Labyrinth (siche unten) mit 5 Rdumen gesetzt. Die unterbrochenen Wénde zwischen
den Raumen zeigen Durchginge zwischen den Ridumen an.

Der Roboter bewegt sich zuféllig und bewegt sich dabei, wenn er mal in einem Raum ist, durch die Durchgéinge
in die anderen Ridume mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit.
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a) Der Roboter startet in Raum A. Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass er nach 6 Durchgéngen zwischen den
Réumen in Raum B ist?

b) Bestimme fiir jeden Raum die Wahrscheinlichkeit, dass er sich nach sehr vielen Bewegungen in dem jeweiligen
Raum befindet.

Wir haben gesehen, dass wir einen Vektor jeweils in Koordinaten beziiglich einer Basis schreiben. Insbesondere kénnen
wir diese Koordinaten &ndern und den Vektor beziiglich einer anderen Basis schreiben. Wir haben auch gesehen, dass
wir dies mit Hilfe einer Transformationsmatrix machen kénnen. Wir kénnen jedoch auch die Komponenten einer
Matrix beziiglich verschiedener Basen betrachten. Wir sagen, dass zwei quadratische n x n Matrizen A und B @hnlich
sind, falls es eine invertierbare Matrix S gibt, mit der Eigenschaft

B=S"1AS

Wenn man nun A und B als Abbildungen R™ — R™ interpretiert, beschreiben diese dieselbe Abbildung beziiglich
verschiedener Basen.

Nun fragen wir uns, ob es moglich ist fiir eine n x n Matrix A eine invertierbare n x n Matrix S zu finden, so dass
D=S""AS

wobei D eine Diagonalmatrix ist, d.h. D ist von der Form

M 0O - 0
0 X -~ 0

D= . L .| =diag(Ag, ..o M)
0 -+ 0 X\,

Es stellt sich heraus, dass wenn wir solch ein S finden, die Diagonaleintrdge von D genau den Eigenwerten von A
entsprechen. Da D &hnlich ist zu A, muss D dieselben Eigenwerte wie A haben. Es gilt ausserdem, dass die Determi-
nanten von A und D gleich sind. Das folgt aus der multiplikativen Eigenschaft der Determinante (die Determinante
eines Produkts von Matrizen ist das Produkt der Determinanten der Matrizen), ndmlich

det(D) = det(S™*AS) = det(S™') det(A) det(S) = ﬁ(s) det(A) det(S) = det(A)

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes von Laplace, bemerken wird, dass die Determinante einer Diagonalmatrix dem
Produkt der Diagonaleintrage entspricht. Das charakteristische Polynom von D ist gegeben durch

det(D — A- E) =det (diag(M — Ao ., A0 = A) = (A1 = A) - (A = A)
Damit sind die Eintrédge Aq,..., A, direkt die Eigenwerte von D und folglich auch von A.

Wir moéchten nun wissen, wie wir eine solche Matrix S finden kénnen. Dazu geht man wie folgt vor:

1. Die Eigenwerte von A werden bestimmt.

2. Zu jedem Eigenwert \; wird folgendes Gleichungssystem gelost

U1
(A=x-B)-| 1| =0
Un
3. Falls k Eigenwerte von A gleich sind, also A;; = ... = \;,, wird es k verschiedene Basisvektoren {5141, ceey l_);k}

(der Eigenriume Eig(\;,), ..., Eig(\;,)) aus dem vorherigen Gleichungssystem geben ©.

6Es gibt Matrizen, bei denen das nicht der Fall ist. Solche Matrizen nennt man nicht diagonalisierbar. Es gibt tatsichlich Klassifi-
zierungen bei denen man sagen kann, ob eine Matrix diagonalisierbar ist oder nicht. Wir werden jedoch nicht weiter darauf eingehen. In
diesem Themenheft beschaftigen wir uns nur mit diagonalisierbaren Matrizen.
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4. Die Matrix S ist dann gegeben als

Somit ist S die Matrix mit den Spalten 51, cee b

Beispiel
Betrachte die 3 x 3 Matrix

1 01
A=10 2 0
1 01
Wir mochten nun diese Matrix diagonalisieren. Zuerst berechnen wir die Eigenwerte:

I-Xx 0 1
det(A—X-E)=| 0 2-X 0 |=-AA-2)?
1 0 1-2X

Somit sind die Eigenwerte A\; = 0, Ay = A3 = 2. In diesem Fall haben wir also zwei Eigenwerte, die gleich sind. Nun
bestimmen wir die Basisvektoren der Eigenrdume. Dazu betrachten wir zuerst das Gleichungssystem fiir A; = 0:

Av=0

Wir erhalten daraus

Fiir den Eigenwert Ao = A3 = 2 betrachten wir die Gleichung

(A-2-E)Y7d=0
Wir erhalten daraus die Basisvektoren
1 0
by=10 by = |1
1 0

Damit folgt nun

und
D = diag(0,2,2)
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10.

a) Zeige mit Hilfe des Entwicklungssatzes

A 0 0 O
0 X 0 O

= A1 A2A3\
0 0 As 0 1A2A3A4
0 0 0 M

b) Zeige mit Hilfe des Entwicklungssatzes und vollstdndiger Induktion, dass fiir alle n > 2 gilt:

A 0 - 0
0 X -+ 0
. . =
0 0 A\,

11. Berechne die inverse Matrix der Matrix S aus dem obigen Beispiel und zeige, dass tatséchlich gilt:

A=SDS™!

12. Diagonalisiere die folgenden Matrizen und gib die dazugehorige Transformationsmatrix S an:

a) A<§ g)

2 1 -2

b) A=|-6 -5 8
—2 -2 3
10 -3 -9

) A=|-18 7 18
18 —6 -17

Eine wichtige Anwendung der Diagonalisierung findet sich in der Theorie der Differentialgleichungen, insbesondere
bei Systemen von linearen Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung in der Ableitungen
einer Funktion y(x) vorkommen, wobei man die Funktion y sucht.
Beispiel
Ein Beispiel einer Differentialgleichung ist
/!
Yy =y

Die Losung dieser Differentialgleichung ist einfach, ndamlich y(x) = C - e*, wobei C' eine Konstante ist.
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Homogenes System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Ein homogenes n x n System von linearen Differentialgleichungen ist von der Form

Y1 (@) = a1 (z)yr(z) + ... + arn(2)yn(2)

y;(x) = an1(2)y1(z) + . .. + ann(2)yn ()

solch ein System kann man mit Hilfe einer Matrix betrachten. Das obere Gleichungssystem kann wie folgt
geschrieben werden:
yi(z) ap(z) ... ain(z) y1(x)

@) \am@ o am@)) \oul)

In kompakter Schreibweise haben wir also

, wobei
yi (@) yi(w) a1r(z) ... a(x)

() () ani(2) o ()

Der Ansatz aus dem vorherigen Beispiel wird dazu verwendet, um lineare Systeme von Differentialgleichungen zu
losen. Dazu werden die Koeffizienten als Matrix A (eine n x n - Matrix, falls wir ein n X n - System von Differen-
tialgleichungen haben) aufgefasst und die Lésung beinhaltet ein Objekt von der Form e4

Natiirlich muss man dabei verstehen, was dieser Ausdruck genau bedeutet und ob dieser tatsichlich auch Sinn ergibt.
o0

Es wird dabei die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion genutzt: e* = 9;—: Wir moéchten uns hier auf
j=0

, ein Matrizezponential.

den Fall beschrénken, bei dem die Koeflizienten von A konstant sind. Somit gilt

j=0
Wenn wir die Matrix A nun diagonalisieren, erhalten wir A = SDS~! und somit
A K (SDSTYY
= z:% o = i

Nun gilt jedoch
(SDS™') =8DS™'.8SpS~!...SDS™!.SDS™! = SDIS~!

[

Damit folgt

— SDIS~! o D’
A _ i - -1 _ a.Dg-1
e =Y T > |57 =sebs
j=0 j=0
Nun stellt sich noch die Frage, wie man e berechnet, wenn D eine Diagonalmatrix ist, d.h. D = diag(\y, ..., \,).

Dazu miissen wir verstehen wie wir D7 berechnen kénnen. Hier kommt der Vorteil einer Diagonalmatrix ins Spiel.
Fiir Potenzen einer Diagonalmatrix gilt namlich

DI = diag(Ay, ..., \y)? = diag(M,...,\)  firjeN

Wenn wir nun auch noch die Definition der Summe und der skalaren Multiplikation bei Matrizen benutzen, erhalten

wir
oo [eS) ] [eS) )\j
Z dlag A1, .-, An)) = diag Z—l ,ZJ—T :diag(eh,...,e“)
:0 :0 j=0
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Somit gilt
= SeP s~ = Sdiag Z;\' Z—" S” Sdiag( ,e’\”) S—1
j=0 =0

13. Berechne e fiir A = (_11 21).

14. Schreibe das folgende homogene system linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten durch das
Verwenden einer Matrix A in die Form 7 (z) = Ag(x):

vi(x) = —yi(x) + 2y2(2)
Yo () = 3y1 () — 2ya(x)

Berechne anschliessend e4.
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1. Abbildungsgleichungen, Determinante

Eine Affinitdt bildet O(0,0) auf O’(2,—1) ab; E1(1,0) und E»(0,1) werden auf F{(5,3) und E4(2,4) abgebildet.

a) Bestimme die Abbildungsgleichung.

b) Zeichne das Bild des Koordinatensystems nach der Abbildung.

¢) Bestimme die Determinante der Abbildungsmatrix.

d) Ein Dreieck hat vor der Abbildung die Fliche 5. Was ist die Flidche des Bilddreiecks.

2. Abbildungsgleichungen, Determinante
Eine Affinitat bildet A(2,2) auf A’(—2,4), B(1,—1) auf B’(—13,6) und C(—1,0) auf C’'(-7,3) ab.
a) Bestimme die Abbildungsgleichung.
b) Zeichne das Bild des Koordinatensystems nach der Abbildung.
c)
d

Bestimme die Determinante der Abbildungsmatrix.
) Bestimme die Flache des Rechtecks mit den Ecken A(1,2), B(5,2), C(5,5) und D(1,5) nach der Abbildung.

3. Abbildungsgleichungen

Bestimme die Abbildungsgleichung.

a) Eine Affinitat bildet A(2,2) auf A’(
b) Eine Affinitiit bildet A(2
c¢) Eine Affinitét bildet A(1

2 —2,4), B(1,—-1) auf B'(3,6) ab und hat F'(1,2) als Fixpunkt.

,2) auf A’(—2,4) ab und hat die Fixpunktgerade 22 — 3y = 6.

,0) auf A'(—2,4), B(2,—1) auf B'(—5,7) ab und hat den Fixpunkt F(0,—1).
4. Umkehrabbildung

Eine affine Abbildung ist durch folgende Abbildungsgleichung gegeben.
A e B I
S \2 1 —1

a) Zeichne das Koordinatensystem nach der Abbildung.
b) Bestimme die Umkehrabbildung.

5. Umkehrabbildung

Sind die folgenden Abbildungen umkehrbar?
Wenn ja, bestimme die Umkehrabbildung.
Wenn nein, kann man das auch schon aus der Abbildungsgleichung sehen?

-5 1 —-10 5 1
= - — _ -3
a) & —(_1 3> T b) & (_2 1) x+<2)

1 3 4 10
o) @=[-10 3| &+]|-5
1 20 0

6. Spatprodukt

Von einer Pyramide mit einem Dreieck als Grundseite sind die Eckpunkte der Grundfliche A(2,0,0), B(0,3,2)
und C(0,4,0) gegeben, sowie die Koordinaten der Spitze S(1,t,2).
Wie muss ¢t > 0 gewahlt werden, so dass die Pyramide das Volumen 12 hat?
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7. Verkettung von Abbildungen

Eine neue Abbildung entsteht durch Hintereinanderausfithren der beiden folgenden Abbildungen « und 3.

i

a7 = Lo - T
’ 3 -2
2 3

L .

[3.1’(1 O) T

i

a) Bestimme die Abbildung « o 3.
b) Bestimme die Abbildung g o a.

¢) Kommentiere, warum die Ergebnisse der beiden vorhergehenden Aufgabenteile nicht gleich sind.

8. Verkettung von Abbildungen

Eine neue Abbildung entsteht durch Hintereinanderausfithren der beiden folgenden Abbildungen « und S.

a:d= (1 %)z

' 30
(2 3 .. [
B'x_<—1 1) 7

Bestimme die Abbildung « o .

9. Determinante

Eine Abbildung ist durch die im Graphen eingezeichnete Abbildung des Koordinatensystems gegeben. Ist die
Determinante der Abbildungsmatrix Null, positiv oder negativ? Begriinde deine Antwort.

2)
Yy

y

10. Determinanten

b)

A—

)

Berechne die Determinante der folgenden Matrizen. Interpretiere den Wert der Determinante.

a) det (_13 _44)
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11. Fixpunkte und Fixpunktgeraden

Bestimme von folgenden Abbildungen alle Fixpunkte (bzw. Fixpunktgeraden)

0w (3 )oY
b) & = <_62 _52) T+ (_510>
2 3

3 1
) @=|-3 =2 3| -7+ |2
1

1 0 2

12. Fixpunkte und Fixpunktgeraden

Fiir welche Werte von ¢ und k hat die folgende Abbildung genau einen Fixpunkt, keinen Fixpunkt oder eine
Fixpunktgerade?

F= (73 e (P
C\-2 ¢t k

13. Eigenwerte und Eigenrdume

Bestimme fiir folgende Matrizen alle Eigenwerte mit den dazu gehdrenden Eigenvektoren.

1 2 -1
a) (41 _11) by o 3 o0
-1 2 1
2 00
(3 00
—6 4 2
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"GNU Octave ist eine freie Software zur numerischen Losung mathematischer Probleme, wie zum Beispiel Matrizen-
rechnung, Losen von (Differential-)Gleichungssystemen, Integration etc. Berechnungen kénnen in Octave mit einer
Skriptsprache durchgefithrt werden, die weitgehend zu dem proprietdren MATLAB und zum ebenfalls freien FreeMat
kompatibel ist.” (Wikipedia)

Das Programm Octave kann entweder online genutzt oder auch lokal installiert werden.

Beendet man eine Zeile in Octave mit einem Semikolon so wird das Ergebnis nicht angezeigt. Ohne Semikolon wird
das Ergebnis angezeigt.

Beispiel
> A=[2,-1;3,-2]
A =
2 -1
3 -2

» A=[2,-1;3,-2];

»
—

Will man in Octave symbolisch rechnen (z.B. mit Unbekannten oder fiir exakte Werte), so kann man das symbolic
package dazuladen (pkg load symbolic). Dann muss man die jeweilige Matrix aber auch symbolisch definieren
(B=sym(4)).

In Octave werden Matrizen in eckigen Klammern zeilenweise eingegeben, wobei die Elemente der Zeile durch ein
Komma getrennt werden. Die Zeilen werden durch Semikolon getrennt.
Beispiel

» A=[2,-1;3,-2]
A =

>

Zugriff auf einzelne Matrixelemente

Beispiel

» a21=A(2,1)
a2l = 3
>

Zugriff auf eine ganze Zeile

Beispiel
» z1=A(1,:)
zl =

2 -1
>
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Anhang 76

Zugriff auf eine ganze Spalte

Beispiel

» 82=A(:,2)
s2 =

-1

-2
>

Einen Eintrag austauschen

Beispiel

» A(1,1)=5
A =

>

Bei den Matrizenoperationen gibt es die elementweise Operation, was durch den Punkt vor der Operation gemacht
wird und die normale Operation.

Beispiel
> AN2
ans =
22 -3
9 1
> A2
ans =
25 1
9 4
» )
Die Determinante berechnet sich mit dem Befehl det (A).
Beispiel
» det(A)
ans = -7
» )
Die inverse Matrix kann man entweder mit A" (-1) oder mit inv(A) berechnen.
Beispiel
» AN(-1)
ans =
0.2857 -0.1429
0.4286 -0.7143
» inv(A)
ans =
0.2857 -0.1429
0.4286 -0.7143
» )
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7

Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen werden als zwei Ausgabematrizen V und D ausgegeben. Die Diagonalen-
eintrdge von D sind die Eigenwerte von A und die Spalten von V sind die entsprechenden Eigenvektoren (normiert

auf die Lange 1):

Beispiel

» [V,D]=eig(A)

V =
0.9090 0.1511
0.4169 0.9885

D =

Diagonal Matrix
4.5414 O
0 -1.5414

»

Das charakteristische Polynom erhélt man mit poly(A).

Beispiel
» poly(A)
ans =
1.000 -3.000 -7.000
>

—

Wie du siehst, gibt Octave nur die Koeffizienten vor den Potenzen von A aus, d.h. das charakteristische Polynom

wire im obigen Beispiel: 1A% — 3\ —7

Spezielle Matrizen sind bereits in Octave implementiert.

Einheitsmatrix mit eye

Beispiel

» eye(3)

ans =

Diagonal Matrix

1 0 O
0 1 0
0 0 1

>

Nullmatrix mit zeros

Beispiel
» zeros(2,3)
ans =
0O 0 O
0O 0 O

>
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Matrix mit alles 1-en mit ones

Beispiel

» ones(3,2)

ans =
1 1
11
11

>

1. Definieren von Matrizen

Definiere folgende Matrizen in Octave.

0
4 -5 3
-2 1
wa=|"7 o 1 b)B=(3 —4 3
3 -5 4

2. Eigenwerte und Eigenvektoren

a) Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren von B.
b) Lese (nicht abtippen, sondern mit Octave-Befehlen) den ersten Eigenvektor aus der Matrix V' aus (vq). Erstelle

ein Vielfaches dieses Vektors, so dass du schone Werte erhéltst (durch einen Wert in der Matrix teilen und/oder
multiplizieren).

Versuche auch beim zweiten Eigenvektor (v2) schone Zahlen zu erhalten.

Bemerkung: Bei vs sieht man es nicht einfach so. Will man die Figenwerte und Figenvektoren in exakter
Berechnung, muss man das symbolic package benutzen. (» pkg load symbolic)

3. Berechne die Determinante der Matrix A.

4. Berechne das Inverse der Matrix A. Multipliziere diese Matrix mit 16 um zu sehen, dass man 1. ausklammern

16
kann, um eine schéne Matrix mit ganzen Zahlen zu erhalten.

5. Es sollte klar sein, dass man A und B nicht multiplizieren kann, weil die Dimensionen der Matrizen dies nicht
erlauben.

a) Probiere (A - B) trotzdem aus und schau dir die Fehlermeldung an.
b) Man kann nun bei B eine Zeile nach der ersten einfiigen, so dass man eine 4x3-Matrix erhélt.,d.h.

4 -5 3
0 0 0
B =
neu 5 _4 3
3 -5 4
Beispiel Code: M = [M(1:2, :); [0,0,0,0,0]; M(3:end, :)], fiigt in die 5x5-Matrix M eine 0-Zeile ein,
d.h.

M(1:2 bedeutet: nimm Zeile 1 bis 2 von M
, :) bedeutet: Spalten einfach alle
¢) Berechne nun das Produkt A - Bneu.
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d) Fiige nun auch noch eine Spalte vor der letzten ein mit allen Eintragen 0, d.h.

4 -5 0 3
0 0 00
Bon=1s"_4 ¢ 3
3 -5 0 4

hier zum vorher gewéhlten Beispiel der Code, den du nun selber interpretieren kénnen solltest:
M = [M(:, 1:4), [0;0;0;0;0;0], M(:, 5)] oder M = [M(:, 1:4), [0,0,0,0,0,0]°, M(:, 5)]
e) Eine einzelne Zahl auswechseln ist im Gegensatz zu den beiden vorherigen Aufgaben relativ einfach, man
schreibt einfach A(Zeile,Spalte)=gewinschte Zahl.
Wechsle auf diese Weise die 0 an der Kreuzungsstelle der 0-en mit einer 7 aus, d.h.

4 -5 0 3
0 0 7 0
3 -4 0 3
3 =5 0 4

f) Wechsle nun auch hintereinander eine ganze Zeile und eine ganze Spalte durch 1-en aus d.h.

4 1 0 3
01 70
11 1 1
31 0 4
Schliesse die Syntax hierzu aus den vorherigen Beispielen.

6. Erstelle Nullmatrizen, Einheitsmatrizen und Matrizen mit lauter 1-en als Eintrdgen in verschiedenen Dimensio-
nen.

7. Lose die folgende Aufgabe zur Input-Output-Analyse mit Octave:

Die Verflechtung der Produktion von Sektoren eines Betriebes wird durch folgende Tabelle nach dem Leontief-
Modell beschrieben.

H Sektor A | Sektor B | Sektor C ‘ Markt ‘ Gesamtproduktion

Sektor A 1 2 6 1 10
Sektor B 3 4 3 10 20
Sektor C 4 2 9 15 30

a) Wie viele Einheiten bleiben fiir den Markt, wenn die Gesamtproduktion von Sektor A 140, von Sektor B 150
und von Sektor C 250 Produktionseinheiten betragt?

b) Fiir welche Gesamtproduktion kénnen an den Markt von Sektor A 40, von Sektor B 80 und von Sektor C 160
Produktionseinheiten abgegeben werden?
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1. Kapitel

1.

a)

Typ

Al B]C|D]|E

Menge Aarau | 150 | 220 | 250 | 100 | 120

Total von 150 + 220 4 250 + 100 + 120 = 840

b)
Modell A | Modell B | Modell C | Modell D | Modell E
Bern 150 200 300 100 100
Luzern 200 250 350 150 100
Aarau 150 220 250 100 120
Zirich 250 150 300 150 180
total 750 820 1200 500 500
Am héufigsten wird Modell C ausgeliefert
c)
TypA | TypB | TypC | TypD | Typ E
Bern 1650 2200 3300 1100 1100
Luzern | 2200 2750 3850 1650 1100
Aarau 1650 2420 2750 1100 1320
Ziirich 2750 1650 3300 1650 1980
d)
TypA | TypB | TypC | TypD | Typ E
Bern 350 550 700 250 250
Luzern 450 550 550 300 250
Aarau 325 470 500 250 270
Ziirich 550 400 650 325 380
4 0
2. 2 1 0
0 0
3.
-1 -2 2 5 10 17
L0 (1)0—1 L2345 5 8 13 20
@) |01 Pla 1 ) {246 8 10 V110 13 18 25
12 1
00 3 2 1 369 g 17 20 25 32
4.
7 4 7 ~11 -4 5
A+B= b) B—A=
a) A+ (9 26) ) (3 -8 —6)
10 20 5 9 12 1
30 = d) 34— 1B =
¢) 3¢ <15 25 30> ) 34 -3 (7 16 18>
air Qa2 QA1n bir b2 bin
a1 a2 A2n bar b2 ban
5. 2A+2B=2- +2- . . .
am1l  Am2 Amn bml bm2 bmn
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2&11 2a12 2a1n 2b11 2b12 len
2021  2az2 2a2, 2ba1  2by 2b2y,
= + . . .
2aml 2am2 2amn 2bml 2bm2 2bmn
2a11 +2b11 2a12 + 2b12 2a1p, + 2b1y,
2a21 + 2boy 2a29 + 2bag 2a9y, + 2bay,
2am1 + 2bm1 2am2 + 2bm2 QCLmn =+ Qbmn
2(a11 +b11)  2(a12 +bi2) 2(a1n + bin)
2(ag1 +b21)  2(age + ba2) 2(agn + ban)
2(afml + bml) 2(am2 + bm2) 2(afrnn + bmn)
a1y + bi a2 + b1z a1n + bin
a1 +ba1  ag + bao a2y + by,
=2. =2-(A+ B)
am1 + bml Am?2 + b'rn2 Amn + b?nn
b1 + a1 bi2 + a1 bin +ain
ba1 + a1 bao + a2 by, + agn
—9. =2.(B+4)
bml + am1 bm2 + Am?2 bmn + Amn

6. Die Rechengesetze (Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz) gelten fiir die Elemente der Matrix.

7.
R il Z; E, Ey; Ej
) Rl s o b) A (0.4 0.3 0.5>
2
m\o 3 Z5 \ 0.6 0.7 0.5
8.
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65% A B X

A /0.65 0.30 0.15
B | 015 040 0.25
X \0.20 0.30 0.60

@tschart

40% 95% 60%
¢) Welcher Anteil von j zu ¢ wechselt. d) Die Spaltensummen miissen 100%=1 sein.
10.
a) b)
10% CH F 1
CH (08 02 03
F 0.1 07 01
1 0.1 0.1 0.6
11.

A B C D

03 02 02 O

0.3 0.7 03 0.1
0.3 01 04 04
01 0 0.1 0.5

QW

1334
8
994
466

12. Ergebnisvektor: A - b=
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13.
—7
a) (Z5) b) | 3
4
14.
0.4 0.3 9.5
04 02]- (D) =19
02 0.5 6.5
1334 303 917
8 2 7
15. 4B = 994 224 705
466 102 358
16.
2 6 -2
a) (153 _72> b [-1 -3 2
-3 —15 20
22 34 —36 —19
9 (—6 715 11> ) (161)
17.
a)
4 4 4 4 740
1 10 0 30 75
00 1 1 45| | 110
01 1 2 60 ] | 205
01 1 1 50 155
00 0 1 50
b)
4 4 4 4 160 288 380
1 100 25 20 0 37 50 35
00 1 1 12 30 35| | 3 22 60
01 1 2 0 10 20| | 18 64 135
01 1 1 3 12 40 15 52 95
00 0 1 312 40

2 2 4
1 01
0 0 0
36 —60 84
-33 55 =77
30 =50 70
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18.
E
Typ1l Typ2 Se 2 1
) Grund 1 1 b) R 6 5
Y Erw 1 D Schr | 12 0
D 0 6
2 1 3 4 3 4 72
)65.11_1116 d)1116.8_280
“ 112 0o 1 2/ |12 12 12 12 12) | 240
0 6 6 12 6 12 192
19.
a) Die Spaltensummen miissen 1=100% ergeben
A S M
A /065 0.4 0.3
S| 02 04 02
M \0.15 0.2 0.5
5 0.515625 0.496 0.47275 5 5.01163
b) in drei Jahren A%- [ 3| = | 0.248 0256 0.248 |- [3] = 2.504
2 0.236375 0.248 0.27925 2 2.48438

20.A~B(§ 8)7&(1 DB.A

Nein, das Kommutativgesetz gilt nicht im Allgemeinen, da man hier ein Gegenbeispiel hat.

21.
(A-B)-C = A-(B-C)=
3 2 20 30 3 2 20 30
23(?2?) 0 10| = 2 3 (ig‘;’) 0 10| ] =
401 50 0 401 50 0
8 15 17\ /20 30 3 2
11
7 15 1340 10| = 2 3 (198 28)—
9 15 21/ \50 o0 4
1610 390 1610 390
1390 360 1390 360
1830 420 1830 420
22.
12 0 14 12 -3
2) (20 8 10> b) \/§'<11 —6)
- 6 4 2
¢) (46> d) o 0 o
00 0
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23.

I 0.7 0.2 T\
24. Gesucht ist (y) so, dass (0.3 0.8> . (y) = (

4120
5880

Man wiirde jetzt gerne durch die Matrix teilen, aber das gibt es nicht. Anstatt zu teilen, kann man auch mit
dem Inversen multiplizieren. 5z = 10, man teilt normalerweise hier durch 5.

Man kann aber auch

1 1
lz =2
=2

mit é multiplizieren.

Wir machen nun das gleiche bei der Matrix. Dazu berechnen wir erst mit dem Taschenrechner das Inverse der

Matrix:

0.7 02) (16 —04
0.3 08) ~ \-06 14

multipliziert man nun die ganze Gleichung von links mit dem Inversen, 16st man somit die Gleichung, denn

(s wa) (a3 0s)- () = (5
) ()= ()

)

(s
()= (sow)

[t

-04
1.4

JRES)

it dem Taschenrechner kann man nun die inverse Matrix berechnen und so die Lésung bestimmen:

25.

) L={(1,-2,3)}

1 —1 1 T 6

4 2 yl =13

9 z 6
Mi

T 1 -1 1 6 iz
yl=1(4 2 1 A3 =1-%
z 9 3 1 6 i

9 3 1 | 6

1 00 1
010 -2
0 0 1 3

durch einige Umformungen erhélt man:

1
i 6 1
-1) \6 3

und kann somit die Losungsmenge ablesen: L = {(1, —2,3)}
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26.
1 1
1 _% X 33 -2 -7 31 g 0
—4 0 1 5 -5 O
0 *% % 0 1 1
) 3 2 -1 0 % 0 0 —2§ —§ 2
-2 1 2 12 _ 1 2
5 o 0 0 1 3 3 0
27.
-1 0 0 1
0 1 -1 1
-1 _
S I R R
-1 -2 3 =2
1 0
1 1 1
A =14 alsow =0,z =1,y=—-1,2= -2
1 2
% _1% %1 _1% %1 boob
-1 51 ? _15 51 _1§ 1 ! oA
51 715 §1 ? 715 ool b
“3 3 T3 3 3 -1 =111
1 -1 1 -1 1 1 3
1 1 -1 1 -1 2 -1
%- -1 1 1 -1 1 3 :%- 5 alsov:%,w:—%,x:g,y:%,z:%
1 -1 1 1 -1 4 1
-1 1 -1 1 5 7
x 3
o [y]=1-2
z 9
28.
1.57 -0.10 -0.77
a) ©=20,y=230 b) M-t =|-037 1.3 —0.03
A B (C —-0.2 -0.2 1.8
A /0.7 01 0.3 3500 300
M= B[02 08 0.1 M=% 111200 | = | 13100
C \0.1 0.1 0.6 5300 6’600
3500 5160 0.35064 0.34847 0.35233
c) M- 111200 | = | 10’190 d) M2 = [ 0.44941 0.45158 0.44747
5300 4’650 0.19995 0.19995 0.20020
5 =2 —4 0
29. A7l =1 B™l=1
sat=3 (5 ) iy )
3 8 -1 -2
(9 20> ( 6 24>
1 _ —24 -2 1. _ -20 8
AlBlz(BA)I:fQ<6 1) BlAlz(AB)1:112<9 _3)

Ja, allgemein gilt A=!B~! = (BA)~!
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2. Kapitel

11 3

g 127 131

2 4 3

9 17 11

1 1 3

Ao Y () (s
11 5 T 11 11 2
9 1+1+3+4
17)=15+2+3+7
11 2+4+3+2

2. Gesamtproduktion bekannt, Marktproduktion gefragt: ¥ = (E — A) - &
Marktnachfrage bekannt, Gesamtproduktion gefragt: ¥ = (E — A)~! - ¢

3.
a) = (E—A)-7 b) &= (E—-A)"-g
08 —04 —0.3\ /600 80 1.74 099 1.45 86 376
j={-04 1 —05]-[700]| =260 F~ (081 163 151 (79|~ (353
0 —02 07 400 140 0.23 0.47 1.86 102 247
4,

> oo () (8 )-(2)- ()

140 ME der Produktion von L und 60 ME der Pro-
¢ (E— AL 216\ _ (5 3\ [216\ _ (360
) \3 4 72 ) \156
Lu

duktion von I.
7
12
Es miissen 360 ME von nd 156 ME von I produ-
ziert werden.

Ll

d.
06 02 0
a) A=1025 0.6 0.1 b) 60 ME von P1, 9.5 ME von P2, 12 ME von P3
0 01 06
R
o (E-A)t=[3 4 1 d) Der interne Produktverbrauch ist sehr hoch, so dass
% 1 i nur ein kleiner Teil der Produktion fiir die Erfiillung
Es miissen 790 ME von P1, 980 ME von P2, 445 ME der Endnachfrage zur Verfiigung steht (bei b)) bzw.
von P3 produziert werden. ein Vielfaches des Endverbrauchs produziert werden
muss (bei c)).
6.
09 -01 -0.2 200 55
a) y=(F—A)-2,=1-03 08 —01]-|150|=1{ 5
-04 -0.1 0.7 550 290
35
b) y=(E—A)-2, = | —5 |, somit ist es nicht mdoglich, da der Landwirtschaftssektor gar nicht genug produziert
360
(-5) um nur schon die interne Nachfrage zu decken.
1.375 0.225 0.425 200 555
o) i,=(E—A)~-gq=10625 1.375 0375|300 = 725
0.875 0.325 1.725 500 1135
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3. Kapitel

1.

(DGOt o) (o

2.
3 0y (0 2
1 4 4 0
0 2 ) 3 0
4 0 1 4
3.
-4 2 -1
a) [-3 1 0
-5 2 -1
4.
2 -1
Al=1[5 0
-6 8
9
AL -7 =
31
o.
1 6
A1 41 =10
0 1
dh. Ioo = &, 1o =

0
]_:
0
1 2 (-
-2 1 T\
(o 2
- \16 2
(2 8 *
S \12 0
-1
3 32 31 4
-4 =3 |-11 32 23
7 40 -10 5

6Q - Isn+1Q - I

Iga— Lo+ I =
-1

1 0 1 3 1
_ 1

-1 -2 4l=412 -6

-1 1 0 -1 -7
2 _ 1 _ 29
—2 = ~10rf20 = — 55

=1V
—1Q - [1—2Q - Isg =4V

1 2
1 3
2 4
1 2

2

1
2
1

(Schlaufe links)
(Schlaufe rechts)

0 (Knoten Mitte oben)

1
4 =
0

1.
20

7
—22
—-29

b) Tipp: erst Zeilen geschickt umordnen, dann ist man
schon fast fertig.
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Fir die effektiven Stromrichtungen ergibt sich also folgender Graph:

692 1Q 2Q)
%A 1V % 4V %
— = + -
I I
K |
1 -1 1
6. D=K'1=1]1 2 =3
—2 1
7.
My My Ms
W (08 03 0 Ly Lo
D 0 03 05 M, (25 17
A= H 0 03 03], B= My| 30 20
R | 0.05 0.1 0.1 Mz \ 15 18
L 015 0 0.1
L 1| L 2
9 19.6 ' aden aden
165 15 Weizenflocken 29 kg | 19.6 kg
A4-B= 135 114 = Dinkelflocken 16.5 kg 15 kg
575 465 Haferflocken 13.5 kg | 11.4 kg
5'25 4'35 Rosinen 5.75 kg | 4.65 kg
' ' Leinsamen 5.25 kg | 4.35 kg
8.
20 135
25 90
W Ao | = | 330
50 120
d.h. man muss 135 Korpusse, 90 Tiiren, 330 Tablare und 120 Schubladenelemente herstellen.
109 0 -1 %+ 0 109 40
59 1 0 -1 0 59 10
-1, = 3 . =
b) 4 297 2 0 -3 -1 297 25
94 -2 1 3 1 94 34
d.h. es wurden 40 Stiick von Typ 1, 10 Stiick von Typ 2, 25 Stiick von Typ 3 und 34 Stiick von Typ 4 bestellt.
9.
250 125 250 125 w 2750
250 125 200 175 | |« | _ [ 2800
4 3 5 4 y| | 57
200 250 300 250 z 3400
w 250 125 250 125\ /2750 2 10 =500 O 2750 5
x| 250 125 200 175 {2800 _ 4 f 3 5 —1250 15| [2800) |2
y| | 4 3 5 4 57 | 1000 7T =15 750 -5 57 | |3
z 200 250 300 250 3400 -13 5 750 =5 3400 4
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Er hat also 5 Zitronencakes, 2 Hauscakes, 3 Marmorkuchen und 4 Kokoscakes gebacken.

10.
Z1 Z
G 21 42 S o
1
Z 2
A= | 5 3, Bzzl<3 f)
Gy \ 3 1 2
16 10 100 3100 G1
a) A-B=[19 18| =C b) C (15())— 4600 | = [ Go
9 10 2400 G
11.
0.8 0.1 0.2
M=101 07 0.3
0.1 0.2 0.5
0.5 0.46 0.5 0.44
a) M-104| =10.36 b) M%2-104]| =1{0.35
0.1 0.18 0.1 0.21
0.584 0.258 0.336
c) M3 =10.238 0.486 0.394
0.178 0.256 0.27
12.
S H M ‘ Markt ‘ Produktion
S |ann 24 48 36 120
Verflecht stabelle:
a) Verflechtungstabelle - 0 15 am 99 150
M| 24 30 24 Y3 240
Daraus kann man a1 = 12, ass = 36 und y3 = 162 ablesen.
0.1 0.16 0.2
by A= 0 01 0.15
0.2 0.2 0.1
09 -0.16 -0.2 ! 108 200
c) T=(E—-A) .= 0 0.9 —015 -1 150 | = [ 200
—-0.2 —02 100 200
170
d) y=(F—-A)-& 1000 = | 810
600 240
1 0 0 0.1 0.025t2 0.2 100 60 — 3
e) y=(E—A)- & 0 1 0f—{ 0 00252 01| |-[40t]=|—-t3+40t-15
0 0 1 0 0.4 0.1 150 135 — 16¢
Um die gesamte Marktabgabe der drei Abteilungen zu berechnen, addiert man die drei Komponenten und
erhalt:

S(t) = —2t3 + 24t + 180

Zur Bestimmung des Maximums berechnet man S’(¢) = 0:

S'(t) = —6t? + 24 = 0 gilt fiir t = 2 (und ¢ = —2, was nicht im zulissigen Bereich liegt).
Da §”(2) = —24 < 0, hat die Marktabgabe fiir ¢ = 2 ein Maximum.
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4. Kapitel

4. Basis: {€],...,€,}, wobei

0
mit der 1 an der i-ten Stelle. Die Dimension von R” ist somit n.

. . 1 0 0 1 0 0 0 0 . . . . e
5. Die Matrizen (0 0), (0 0)7 (1 0) und (0 1) bilden eine Basis der 2 x 2 Matrizen. Dasselbe gilt fiir

n X n. Dort bilden die Matrizen

eine Basis, wobei alle Eintrége Null sind ausser der ij-te Eintrag, welcher 1 ist. Damit ist die Dimension der n xn
Matrizen gleich n2.

3 1 5 - -
a) 1~<2)+2~(2>(6>,a1801~b1+2~b20

Y
7<
6 Yk !
b]

5<
4 4 2 2
37 — —

2bo v
2+ -1 1
1<

T

L 1
b) Uneue Basis — <2>
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10.

02 o)+ ()= ()

30

a) 2-01 —3-03 =3
b) Zwei der drei Vektoren sind also linear unabhéngig. Die Dimension des Unterraums ist also 2.
c¢) Es sind alle Vektoren, die als Linearkombination von v7 und v3 geschrieben werden kénnen.

—4 1
Uu=1| 2 | =2-| 2 | —2]|1], also liegt ¥ in der Linearen Hiille von v; und v3.
-2 -1
1 0 -1
a) =1-|2|+1-{ 1 | =|-1], dh.die Vektoren sind linear abhéingig.
1 -1 2
b) Dimension 2
1 0 -1
o l2 1 -1
1 -1 -2
auf Zeilenstufenform:
1 0 -1
0 1 1
0 0 O

Nur zwei Zeilen sind ungleich einer Nullzeile, also ist der Rang der Matrix 2, also die Dimension der linearen
Hiille auch 2. Dies ist also eine andere Moglichkeit, die Dimension der linearen Hiille zu bestimmen.
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5. Kapitel

Lr=(3 L) 5-0)

T besteht aus den beiden neuen Einheitsvektoren (Basis des neuen Raumes), bist die Verschiebung des Ursprungs.

Y
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el

, und rechnet ¥’ aus.

i (‘21)

)

2
-1 1

Man setzt A in die Abbildungsgleichung fiir & ein

= ja, es sind die gleichen Werte

b) AI(47 1)5 B,(_57 7)a Cl(_Qa _2)

)

C
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2
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c¢) siehe Zeichnung

)+ () -6)
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9.
a) a: I = L0 T+ 1
- \0 1 -2
1 0 —1
-1 . = -
b) a™t: x—(o 1) T+ 2>
c) E'=E,und @ =A4"1-7— A"1.b, somit ist
j,,_10.5,_1(). 1 _lO_f_ 1 _10.f+71
S \0 1 0 1) \-2) \o 1 -2) \0 1 2
10.
-1 0 2
= -
o= (o 5)(0)
-1
-1 0 -1 0
(0 5) -0 5)
-1 0 2
1. - 2
o x(o 1> z+<4>
¢) Wenn man einen Punkt P an einem Punkt Z spiegelt, wird der abgebildete Punkt P’ durch eine erneute
Punktspiegelung am selben Spiegelpunkt Z wieder auf sich selber abgebildet, d.h. auf P.
11.
a) Man bildet durch eine Konstruktion drei Punkte ab:
z.B. A(0,0) — A’(0,0), B(3,4) — B’(3,4) und C(7,1) — C'(—1,7).
daraus berechnet man die Abbildungsgleichung;:
21 -7 24 7
% \24 7
siche FoTaBe S. 112, tan(p) = 3
-7 24 -7 24 625 0
1 L =_L =
05 (o 7) 5l 7) = (0 o) =4
¢) Spiegelt man einen Punkt P an einer Geraden, so wird er auf P’ abgebildet. Spiegelt man nun P’ wieder an
derselben Geraden, so erhélt man wieder P. Durch 2-maliges Spiegeln an derselben Geraden sind also alle
Punkte wieder am Ursprungspunkt, d.h. es passiert gar nichts, was gleich der Abbildung mit der Einheitsma-
trix ist.
12.

a) A’(6,9,9), B'(15,14,14) und C’(10, 11, 18)
1 0 0 5
b)a: =101 0] -Z+| 7
0 0 1 12

0
o -£+ (| —7
1 —12

ie Originalpunkte A(1,2,-3), B(10,7,2) und C(5,4,6).

1
c)at: =10
0

o © = O

d) man erhalt wieder
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13.
a‘) P/(]_,?), _7)
-1 0 0 2
by@Z=10 -1 0 |-Z+| 4
0 0 -1 —6

Die Abbildung und die Umkehrabbildung haben die gleiche Abbildungsgleichung. Dies sollte auch klar sein,

denn, wenn man zweimal hintereinander am gleichen Punkt spiegelt, dann wird jeder Punkt wieder auf den

Originalpunkt abgebildet.
Man erhélt wieder P(1,1,1).

14.
a‘) P/<_%a %a _%)
1 4 -8
b)at: #F=35(4 7 42
-8 4 1
1 4 -8 1 4 -8 100
osl4 7 454 7 4)=[010
-8 4 1 -8 4 1 0 0 1
d) Man erhélt wieder P(1,1,1).
15.
a) P(3,2) geht durch Spiegeln («) in P’(—3,2) iiber. Nach der Verschiebung erhélt man P”(—5,2).
b) P(3,2) geht durch Verschieben (8) in P’(1,2) iiber. Nach der Spiegelung erhilt man P”(—1,2).
c) aof: = —2 1 - T
' S \0 1
2 2
. = L7
foa: = < 0 1> z
d) Boa: ¥ =B-(A-Z+d)+b=B-A-Z+B-da+b
aof: F=A-(B-T+b)+d=A-B-T+A-b+a
da im Allgemeinen A - B # B - A sind die beiden im Allgemeinen nicht gleich, d.h. die Verkettung nicht
kommutativ, auch wenn die Abbildungen linear wiren, d.h. @ = b = 0.
16.
(-2 -1\ . (3 o . o
a) aof: ¥ = 0 -3 T+ - b) Esist ™t = 3, also ist a« o 8 = 8 o « die identische
Abbildung, d.h. ¥ =7
Boa: I = 30 g ()
' C\-1 -2 -2
1 0 —1
Lo L7
c) aof: x—<_2 1) x—l—(o
1 2 0
- 7
Boo: 17—(0 1) I+<1>
17.
a) F(—24,22) b) keine Fixpunkte c) F(17,4)
d) F(%7 0) e) F(4,—4) f) Fixpunktgerade 2z + by = —7

g) kein Fixpunkt h) F(%, -1, 7%)
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18.
2 0 -1 0 6 30
=1 = =1 _ = = =
0= (5 1) nr=(o )ele) 0r-( )
19.
a) F(1+ ¢, 1), falls t #0, b) F(z25, &%), falls t # 2,
Fixpunktgerade y = x falls t =0 fiir t = % kein Fixpunkt
¢) Fixpunktgerade tx — ty = —3, falls t # 0
fiir t = 0 kein Fixpunkt
20.
a) Dreht man um zwei Winkel hintereinander, so kann man auch grad um die Summe der beiden Winkel drehen.
b) Dy - Dy = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(fB) — cos(a) sin(B) — sin(a) cos(B)
A cos(a) sin(f) + sin(«) cos(f)  cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)
¢) Do Dg = Dqqg, also
cos(av) cos(B) — sin(a) sin(B) — cos(a) sin(B) — sin(a) cos(B)\ _ [cos(a+ ) —sin(a + f)
cos(a) sin(B) + sin(a) cos(B)  cos(a) cos(B) —sin(a)sin(3) ) \sin(a+B) cos(a+ fB)
Vergleicht man die Eintrége der ersten Spalte der Matrizen, so erhélt man die Additionstheoreme
21.
a) (0,0,0) —> (0,0,0)
(1,0,0) — (1,0,0)
(0,1,0) —s (0,3, ¥3) ~ (0,0.5,0.866)
(1,1,0) — (1,3, %3) ~ (1,0.5,0.866)
(0,0,1) — (0, —¥2, 1) ~ (0,-0.866,0.5)
(1,0,1) — (1,—¥3, 1) ~ (1,-0.866,0.5)
(0,1,1) — (0,3 — ¥3,¥3 4 1) ~ (0, -0.366, 1.366)
(1,1,1) — (1,5 = 3,8 4 1) ~ (1,-0.366, 1.366)
z
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b) (0’070) — (05070)
(1,0,0) — (1,0, —¥%3) ~ (0.5,0, —0.866)
(Oa 1,0) — (05 17 )
(1,1,0) — (1,1, -¥3) =~ (0.5,1, —0.866)
(0,0,1) —s (2,0, 1) ~ (0.866,0,0.5)
(1,0,1) — (2 +1,0,1 — ¥2) ~ (1.366,0, —0.366)
(0,1,1) — (2,1, 1) = (0.866,1,0.5)
(1,1,1) — (L& + 1,1,1 — ¥3) ~ (1.366,1, -0.366)
A®
2 R —
1
| Y
[ Ll
2
1
2 -
3 -
X
2 2
22. Normierung des Vektors \/ﬁ 1] = % 1
2 2
Die Rotationsmatrix ist also:
13 1_¥3 2, V3
18 9 3 9 6
14 V3 5 1_ 3
9 3 9 9 3
2. V3 143 1
9 6 9
(0,0,0) — (0,0,0)
(1,0,0) — (18,1 4 ¥3 2 _ 8y~ (0.722,0.688, —0.066)
(0,1,0) — (4 — ¥3,5 1 4 3y ~ (—0.466, 0.556, 0.688)
(1,1,0) — (2 — ¥3,2 1 3B 1 1 V5) & (0,256, 1.244, 0.622)
(0,0,1) —» (2 +¥3 1 _ V3 13) & (0,511, —0.466,0.722)
(1,0,1) — (A 4 ¥3 2 1T _ ¥3)  (1.233,0.222, 0.656)
(0,1,1) — (L —¥3,2 V55 1 ¥3) ~ (0.045,0.089, 1.411)
(1,1,1) — (12 — V8 T 19 4 3y (0.767,0.778, 1.344)
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| Y
[ Ll
2
13 1 3 2 3
B - 3+¥
24. 1. Drehung: R= | § + % s 5— ?
2_ V3 1 4 V3 13
976 9773 18
1 0 0
2. Orthogonalspiegelung: S;, = |0 1 0
0 0 —1
13 Ly v3 4 V3
8 9773 18 6
3. Riickdrehung: R™' = | 1 — ? 5 4 ?
A4 V3 13 13
i8T6 9 "3 18
0.991 0.092 0.096
M=R1'-S, -R~[0.092 0.052 —0.994
0.096 —0.994 —0.043
5 5.893
M- |5~ [ —4.255
5 —4.708
also P’(5.893, —4.255, —4.708)
25. Die Abbildungsgleichung lautet
0O 0 O
- 1 -
7 = 3 1 0|7
-5 01
Fir die Eckpunkte erhdlt man A’(0,3,0), B'(0,-2,—2)

und H'(0,5.5,3.5).

, C'(0,0.5,—3.5), E'(0,3,5), F'(0,—2,3), G'(0,0.5,1.5)
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27.

28.

5]

b) nicht linear

N <

0 -1
2 0
-1 0 0
nicht linear (ist aber eine Affinitét), da d) nicht linear

()= 1) () ()

! 0 00 x
v |=10 0 0] |y f) nicht linear
0 0 0 z

2 0 -1
y’020)~
2 -1 0 0

2
0

also linear mit A =

0 0
also linear mit A= [0 0 O
0 0

S
il
Il
w O =
+
~~
N )

0 0 0 1 0
—2-|l1]=(-2]und O] #|0| +t-|1], alsosind g und h echt parallel

e
|
o
(=]
o
o
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6. Kapitel

1. Folgende geometrische Uberlegungen fiihren bei allen drei Teilaufgaben zur Losung.

v, b a1
a9 3
by f—g - -/ b
nd | fy )
: az
0 b‘l ai 1
H—/\//
ai by

Flacheninhalt dusseres Rechteck: Auussen = (a1 + b1) - (a2 + b2)
Flicheninhalt der 2 gelben Flachen: Agei, = b1 - by
Flacheninhalt der 2 blauen Flachen: Ay, = a1 - as
Flacheninhalt der 2 griinen Flichen: Agin = 2(a2 - b1)

gesuchter Fldcheninhalt des Parallelogramms:

Aaussen - Agelb - Ablau - Agrfm

a) Flicheninhalt =5

b) Flicheninhalt = 10

C) Aaussen - Agelb - Ablau - Agriin
= (a1 +0b1)- (a2 +b2) — by - by —ay-az —2az - by
= ajas + a1b2 + CL2b1 + blbg - b1b2 — aiag — 2CL2b1
= a1b2 — a2b1
also
Flacheninhalt = aj - b2 —as - b]

2.
a) A-B= (;1 ;))
det(A- B) =15 =35 =det(A)-det(B)
b) A= (an a12) und B — (b11 b12>
as a2 bor  bao
Dann ist A- B — (anbn + ai2ba1  aiibia + a12522>
a21b11 + a22b21  a21b12 + azeba
det(A - B) = (?11 “agg — asy - a12)(bi1 - bag — bay - bia) =det(A)-det(DB).
c) A7t = ((1) _15>
det(A™") = 5 = g
0 A= (") 4= (o )
a21 a22 11422 12421 7a21 a’ll
det(Afl) = (aa1212r:12121:rf1221t:12112)2 - a11ﬂ22ia12a21 = detA
3.
a) L ={(5,4)}, det(4) = —18 b) L= {(z|y)[2z—y = 1}, det(A) =

0

c¢) L={}, det(4) =0

DMK — Matrizen
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-1 -1
a) det<3 3)—0

nicht genau eine Losung, Sonderfall
(hier keine, d.h. die Geraden sind parallel, das kann man aber {iber die Determinante nicht feststellen)
b) det< 2 _91) =0
-9 2
nicht genau eine Losung, Sonderfall

(hier unendlich viele, d.h. die Geraden sind identisch, das kann man aber iiber die Determinante nicht
feststellen)

1 -1
=12
c) det<9 3>

genau eine Losung

a) det(A)=3

DMK — Matrizen Version 20. September 2026
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d) det(A)=0
Y

51 Y’

4 A 4

3 - 3-

24 2

1+-1 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 v
1
2
3
1
7

Zusammenhang:

Ist das neue Koordinatensystem ein Rechtssystem (Rechte Hand: Daumen: x— Achse, Zeigefinger: y—Achse), so
ist die Determinante positiv, d.h. die Orientierung des Koordinatensystems bleibt erhalten und umgekehrt.
Begriindung:

In der Formel-Herleitung der Determinante iiber das Skalarprodukt (F = |d| - |b] - sin(¢)) erscheint der Sinus
zwischen den beiden Vektoren. Dieser ist negativ, wenn der Winkel im Uhrzeigersinn gemessen wird, dann ist es
namlich eigentlich ein negativer Winkel (0° bis —180° oder 180° und 360° im Uhrzeigersinn)

6. fiir t = —6 ist die Determinante 0, d.h. die Matrix singulér und somit die Abbildung nicht umkehrbar

a) 22 b) 0 c) 52 d) —3v6

b) ist singulér, die anderen regulér; d) ist orientierungsumkehrend, die anderen orientierungstreu

0 b) -12 c) 143

)
-4 e) -123 f) —ct+ ¢ —16c2 +8c—2

[oFR

i) a)
)

ii) a) ist singulér, bei f) hiangt die Klassifikation von der Wahl von ¢ ab, die anderen sind regular
)

iii) a) kann nicht klassifiziert werden betreffend der Orientierungserhaltung.
¢) ist orientierungserhaltend; bei f) hingt die Orientierungserhaltung von der Wahl von ¢ ab, alle anderen sind
orientierungsumkehrend.

9.9
—9\ (-6 4

10. V=14 ((4B xAD) . 48) = s x|o||-[s]]=2s8
=) 6 10
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wves(@ea) ) =i (((2)(2))(2]) =

12.

a) 275 b) -120

13.

14.

a) (1,2),(2,1)
b) Es gibt 24 Permutationen. Wir stellen nicht alle dar.

15.

a) —1
b) +1
c) +1

16. Mit Leibniz bekommen wir

c) -120

det(A) = Z sign(0) a14(1)02,0(2) = G11G22 — G12021.

o€ESs

DMK — Matrizen

Version 20. September 2026



Ergebnisse 109

7. Kapitel

1.

a) N2—-X—-2=0
Ao = —1 mit 7= (9)
b) A2 — 8\ + 16 =0, A = 4 (doppelt) mit G), der Eigenraum ist nur eindimensional

¢) A2—=16=0, Ay =4 mit (}), Ao = —4 mit (3}
d) A% +9 =0, keine reellen Eigenwerte
e) A2=0, A =0 mit ((1)) und (2)
f) (1-X)2=0,A=1mit (}) und (9)
1 1 0
g) M H2X2 A —2=-A-1)A=2)A+1)=0, A =1mit (0], do=2mit [ 1], \3=—1mit |1
0 0
1 1 1
h) =M +4 = - 2AXA=2)A+2)=0, A =0mit [0], g =2mit [2], A\3=—-2mit | -2
0 4 4
0
i) A3 4522 —11A+15=—(\ — 3)(A?2 — 2\ + 5) = 0, einziger reeller Eigenwert A = 3 mit | 0
1
-1 1
i) —A34+6A2—12)0+8 = —(A—2)3 = 0, A = 2 (dreifach) mit | 1 | und | 0 |; der Eigenraum ist zweidimensional
0 1
1 1 -1
k) = A3 +33+2=—-A—-2)A+1)2=0,\; =2mit [0 |, \a = —1 (doppelt) mit | 1] und | 0
0 0 1
1 0
) =23 +6)2 -9\ =-AXA-3)2=0, A\ =0mit [ 1], A2 =3 (doppelt) mit | 0] und [ 1
0 0 1
1 -9
m)-A+3XN24+A-3=-A-1DA+1)A=3), iy =1mitv; = [0], la=—-1mitvs= | 8 |, A3 = 3 mit
0 -2
-1
vg=1{ 0
2
n) =AM +4X\2 -5 +2=—-(A-1)?(\-2),
1
AM=2mitvy = [1],
1
Ao = 1, also gilt fiir den Eigenvektor 3z — 5y + 3z = 0, daraus liest man zwei linear unabhéngige Vektoren
1 5
raus,z.B. o3 =1 0 |,v3= |3
-1 0
1 2 0
5 L1 I .10 .
0) A=3)A+2)(A—2)2 =0, Ay = 3 mit ol A2 = —2 mit L A3 = 2 (doppelt) mit Nk dieser
0 0 0
Eigenraum ist nur eindimensional
0 -1 0 1
9 5 L -1 0 L1 0
p) A*(A—=2)? =0, A\; =0 (doppelt) mit 1 und o | A2 = 2 (doppelt) mit ) und 0
0 1 0 1

2.0 2\ -3+ 18t=0firA=1++/—18t+14
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a) wenn A = 1, also wenn —18t 4+ 4 = 0, also fiir t = %, der Eigenvektor ist dann (;)
b) t > 2

c) t< %, dann A =1+ +/—18t +4

d) A=1-+/~18+4=—1fiir t =0, und \; = —1 mit (;) und Ao = 3 mit (7)

3. Octave-File: octiterl.m
4. Octave-File: octiter2.m
5. Octave-File: octiter3.m

6. Bob ist der ranghéchste Schimpanse, dann kommen gleich auf Cynthia und Nemo,. ...
Octave-File: octiter3d.m

Die Multiplikation im letzten Aufgabenteil liefert den gleichen Eigenvektor mit geniigender Genauigkeit und
somit bietet diese Methode einen schnellen Weg zur Losung bei der Benutzung von Computerprogrammen oder
einem Taschenrechner.

7.
A B C D E F
Afo 0 3 0 0 1
B3 0 3 % 0 0
clo o o0 L+ 0 o0
P= 3
2) DL 1 0 0 1 0
E{o 0o 0 0 o 1
F\: 0 0 %+ 0 0
0.130
0.207
0.109
D) | .32
0.076
0.152
Das Ranking ist also (von wichtigster zu unwichtigster): D, B, F, A,C, E
8.
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a)

Carmen

MmO QWm e

O O wirwliRwim O s
-0 O o ov- Iy
Rrulkwlr © © © Q
o o owv- owv
- O wkr Ow~ O I
co oo o+~ M

c) P° liefert an d2er P:’))osition 3’4 — A den Eintrag 0.306, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass Anna nach 5 Klicks
wieder auf ihrem eigenen Profil landet ist 30.6%.
0.297
0.120
. . . . 0.191 | .
d) Annas Profil wird am meisten besucht, da der durch Iteration gewonnene Eigenvektor 0.184 ist.
0.064

0.145

9. Die Ubergangsmatrix ist gegeben durch:

A B C D E
Afo 3 % 0
B3 0 0 1 0

p=C|4{ 0 0 & %
plo 3 & o}
E\O 0 § % 0

a) Der Eintrag an der Stelle AB von P ist 0.06713, d.h. der Roboter befindet sich mit einer Wahrscheinlichkeit
von 6.71% in Raum B.

, d.h. er befindet sich jeweils mit der Wahrscheinlichkeit % in den Rdumen A, B, F und in C, D mit i.

[ NN YN T

10.
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a) Wir entwickeln nach der ersten Spalte und erhalten somit

M 0 0 -
M0 A3 O|4+04+04+0=XX]"2 +04+0=AAaA3)\y
0 0 X\ 0 As
4

b) Verankerung fir n = 2 (offensichtlich):
A0

0 Ao = Mo

Induktionsschritt n — n + 1: Wir entwickeln nach der ersten Spalte und erhalten

N O - 0 Ny O - 0

0 Xy --- 0 0 Ay .- 0

} ) =M. ) o |+0+...40
: : . : : : " : —
0 0 App 0 -+ 0 Apm1

Die Induktionsannahme gibt uns dann direkt den Beweis.

1/2 0 -1/2
11. S~t=1{(1/2 0 1/2 |.Die Beziehung A = SDS~! folgt dann direkt mit Hilfe der Matrixmultiplikation.
0 1 0
12.
-1 0 -2 1
D= =
1o=( ) o= (1)
0 0 0 1/2 -1 0
by D=0 1 0 S=11 1 2
0 0 -1 1 0 1
1 0 O 1/3 1/2 1
¢c) D=10 -2 0 S=11 -1 0
0 0 1 0 1 1
_[Be3(3VEES) 5 5 (2VE43) | /5 3/2  5.3/2 _/Bes (VB3 | /E.3/2
13 e = 10eV5/2 eVs/2
: _\[Be3(2VEH8) | /5372 VB3 (2VEH3) {5 3 (2VE+3) _ /5 .8/2 5 ,5/2
5¢V5/2 10eV5/2
1 2 3e°42  2e°—2
woa= (G ) e ( T |-
3 —2 5e 56j
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8. Kapitel
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d.
= 1 -3 1 2 ;
a) ¥ = 15" (_1 5) - T b) nicht umkehrbar, da det(A) =0
1 6 -8 -9 -20
c) *’:5-(3 4 7)-f+ 10
2 -1 -3 -5
-2 -2 -1
6. AL — 3)%: 4>,B= ¢
2 0 2
-2 -2 -1
Foldet | 3 4t ||=12
2 0 2
—16 -4t +8+12 =72
| — 4t +4| =172
Fallunterscheidung;:

—4t+4>0,alsot <1, dann —4t +4 = 72, also t = —17, was nicht geht, da ¢t > 0
—4t+4 <0, also t > 1, dann —(—4t+4) =72, also t = 19
also erhdlt man t = 19 als einzige Losung

a)QOﬁ:f’:(z S)f b)ﬂoa:f’:(ill _06>5c'

c¢) Die Matrizenabbildung ist nicht kommutativ (weil
die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist).
Es ist z.B. nicht egal, of ich erst spiegle und dann
drehe oder umgekehrt.

a) positiv b) positiv ¢) negativ

nur c) kehrt die Orientierung um (d.h. Determinante ist negativ), die anderen beiden sind orientierungserhaltend
(d.h. Determinante ist positiv). Es entsteht immer eine Fliche, d.h. die beiden neuen Achsen sind nicht kollinear,
d.h. die Determinante ist nicht O.

10.

a) -8, die Abbildung ist orientierungsumkehrend und verachtfacht die Fliche
b) 3, die Abbildung ist orientierungserhaltend und verdreifacht das Volumen
c¢) -16, die Abbildung ist orientierungsumkehrend
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11.
a) F(3,4) b) Fixpunktgerade: 3z + 2y =5 c) F(%, — ,—%)
12.
Fir t =4 und k = 2 hat die Abbildung eine Fixpunktgerade: 2z — 3y = 2.
Fir t =4 und k # 2 hat die Abbildung keinen Fixpunkt.
Fiir t # 4 hat die Abbildung den Fixpunkt F'(1 — zltfjg , _tk_'f)
13.
a) Alzlundﬁ:(;),/\2:73und17:(_21
b) charakteristische Polynom: —\3 4+ 5\2 — 6,
1 -1 2
AM=0undvi =0, A=2undvy3=| 0 |, A3=3undv3= |3
1 1 2
c) charakteristische Polynom: —\3 4 4\2 — 4,
0 0 2
AM=0undvi=1[1 |, X=2undv3=(0],v3=13
-2 1 0
Anhang A

Die Losungen zu den Aufgaben des Anhangs A sind im File "octanhang.m”.
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