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Neugrindung: EducaTec-Systems GmbH

Mehr Support, Training & Services
fir Messtechniksysteme in Schullaboren

Die EducaTec -Systems GmbH wurde von Vance Carter,
Oliver Gallus und Patrick Koch als Schwesterfirma der
EducaTec AG gegrundet, um Schullaboren in der Schweiz
und Liechtenstein noch gezieltere Dienstleistungen wie
Support, Training und andere Services fur Vernier Science
Education sowie andere Messtechniksysteme anzubieten.

Seit Februar 2024 hat EducaTec - Systems GmbH die
Produktlinien Vernier und Ohaus von der EducaTec AG
Ubernommen und fuhrt sie weiter. Sarah Carter hat die
EducaTec AG ibernommen und wird die Ubrigen Produkte
weiterentwickeln. Beide Unternehmen werden weiterhin
zusammenarbeiten.

Oliver Gallus und Vance Carter sind erfahrene Elektro-
ingenieure, wobei Herr Gallus zuséatzlich einen PhD
in Physik hat. Patrick Koch Ubernimmt die Geschéaftsleitung.

Unsere langjahrige Erfahrung in diesem Bereich
ermoglicht es uns, Sie kompetent zu beraten. Unsere
Mission ist es, Ihnen die notwendigen Werkzeuge an
die Hand zu geben, um die wissenschaftliche Neugier
bei den Studierenden zu wecken.

Wir bieten Service und Training vor Ort nach Bedarf.
Reparaturen, Garantiearbeiten und Support versuchen
wir, so weit wie moéglich alles in der Schweiz
vorzunehmen.

Von links:

Oliver Gallus
Patrick Koch
Vance Carter

Vernier Graphical Analysis® Pro

In Echtzeit wissenschaftliche Daten sammeln, graphisch aufbereiten und analysieren

Vernier Graphical Analysis® Pro unterstltzt Schuler:innen,
die Zusammenhange zwischen abstrakten wissen-
schaftlichen Konzepten und der physischen Welt zu
verstehen.

Die Software ist mit praktisch allen Vernier-Sensoren
kompatibel, inklusive der kabellosen Bluetooth-Sensoren.
Die Pro-Version ist als 1- oder 3-Jahres-Standortlizenz
erhaltlich. Vernier bietet auch eine kostenlose Version an.

ier® v

SCIENCE EDUCATION E

Graphical Analysis®

Pro vs. Logger Pro 3

Oliver Gallus
Physiklehrer und Vernier-Spezialist
oliver.gallus@educatec-systems.ch

EducaTec-Systems GmbH
Telefon +41 31511 87 40
info@educatec-systems.ch
www.educatec-systems.ch

Business Office
Grosséacherstrasse 2
8966 Oberwil-Lieli

Der Vergleich mit Logger Pro 3

Logger Pro 3 ist punkto Datenanalyse eine

bewahrte All-in-one-Lésung. Sie beinhaltet bspw.
Spektrometrie-Funktionen, die in Graphical Analysis
nur separat verfugbar sind. Im Gegensatz zu
Graphical Analysis ist Logger Pro jedoch nicht mit den
kabellosen Go-Direct-Sensoren kompatibel.

Ubersicht der neusten Analyse-Tools von Vernier
*  Vernier Graphical Analysis® Pro oder Basic

*  Vernier Video Analysis

«  Vernier Spectral Analysis® (kostenlos)

«  Vernier Instrumental Analysis® (kostenlos)

Da Logger Pro 3 kunftig noch gepflegt, aber nicht
weiterentwickelt wird, empfehlen wir mittelfristig den
Umstieg auf Vernier Graphical Analysis®:

«Vernier Graphical Analysis ist einfacher in der Hand-
habung und intuitiver. Zudem unterstutzt die App alle
wichtigen Betriebssysteme und ist gut ausgerustet
furs BYOD. Die Templates zu den Experiment-Blchern
sind teilweise schon vorhanden und werden laufend
hinzugefugt.»

Service Center
Bahnhof 1
3313 Buren zum Hof
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Josef Ziiger
Prasident VSMP, praesident@vsmp.ch

Gedanken des Présidenten

Pensées du président

Pensieri del presidente

Liebe Leserinnen, liebe Leser

Wir stehen am Anfang des Kalenderjahres 2025. In
vielen Kantonen wird dieses wegweisend fiir die Aus-
gestaltung der zukiinftigen Maturitdtslehrgiange sein.
In einigen Kantonen wurden bereits erste Ideen und
Beschlusse zur Umsetzung der WEGM bekanntgege-
ben, in anderen Kantonen sind noch keine Details be-
kannt. Aus meiner Sicht ist es jetzt wichtig, dass die
Lehrpersonen fiir Mathematik und Physik in ihren
Kantonen und an ihren Schulen Einfluss nehmen
und das Ziel verfolgen, dass unsere Facher die ihr zu-
stehende Wichtigkeit behalten und die dafiir notwen-
dige Anzahl Lektionen in den Stundentafeln er- oder
behalten. Zudem ist darauf zu achten, dass unsere Fa-
cher im Bereich der Schwerpunkt- und Erganzungs-
facher angeboten werden, sei es in der bisherigen
Kombination von Physik und Anwendungen der Ma-
thematik oder sei es im Rahmen von neuen Angebo-
ten, wenn dadurch die MINT-Ausbildung an den
Gymnasien gestdrkt werden kann.

Es ist jetzt der Zeitpunkt in den Kantonen und Schu-
len den Stellenwert unserer Ficher einzufordern. Die
Erfahrung zeigt, was einmal weg ist, kommt in naher
Zukunft nicht mehr zuriick. Die letzte grosse Revisi-
on der Maturitétslehrginge liegt bereits 30 Jahre zu-
riick. Wo wir es jetzt nicht schaffen, geniigend Lektio-
nen fiir unsere Facher in die Ausbildungsgange einzu-
bauen, werden diese wohl fiir die kommenden 30 Jah-
re verloren sein.

Josef Ziiger, Prasident VSMP
I
Cheéres lectrices, chers lecteurs,

Nous sommes au début de I'année civile 2025. Dans de
nombreux cantons, celle-ci sera déterminante pour la
conception des futures filieres de maturité. Dans cer-
tains cantons, les premieres idées et décisions concer-
nant la mise en ceuvre du nouveau RRM ont déja été
annoncées, dans d'autres cantons, les détails ne sont
pas encore connus. De mon point de vue, il est main-
tenant important que les enseignant-e-s de mathéma-
tiques et de physique exercent une influence dans leur
canton et leurs écoles et soient attentifs-ves a ce que
nos disciplines conservent l'importance qui leur re-
vient et obtiennent ou maintiennent le nombre de le-
¢ons nécessaires dans les grilles horaires. Il faut en
outre veiller a ce que nos disciplines soient proposées
dans le domaine des options spécifiques et complé-
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mentaires, que ce soit dans la combinaison actuelle de
la physique et de l'application des mathématiques ou
dans le cadre de nouvelles offres, si cela permet de
renforcer la formation MINT dans les gymnases.

Clest le moment de souligner, dans les cantons et les
écoles, la valeur importante de nos disciplines dans la
formation des étudiant-e-s. Lexpérience montre que
ce qui a été supprimé ne reviendra pas dans un avenir
proche. La derniere grande révision des filieres de
maturité remonte déja a 30 ans. Si nous ne parvenons
pas maintenant a intégrer suffisamment de lecons
pour nos matiéres dans les cursus de formation,
celles-ci seront probablement perdues pour les 30 an-
nées a venir.

Josef Ziiger, Président de la SSPMP
T
Care lettrici, cari lettori,

siamo all'inizio dell'anno civile 2025. In molti cantoni
questanno sara determinante per la progettazione dei
tuturi percorsi di maturita. In alcuni cantoni le prime
idee e decisioni sull'attuazione del ORM sono gia state
annunciate; in altri invece i dettagli non sono ancora
stati precisati. A mio avviso ora ¢ importante che gli
insegnanti di matematica e fisica esercitino la loro in-
fluenza nei loro cantoni e nelle loro scuole e persegua-
no l'obiettivo di garantire che le nostre materie con-
servino l'importanza che meritano. Fondamentale
sara dunque riuscire a mantenere o aumentare il nu-
mero di ore-lezione all'interno delle griglie orarie. Al-
trettanto importante sara assicurare che le nostre ma-
terie continuino ad essere offerte come opzioni speci-
fiche e complementari, sia nell'attuale combinazione
di fisica e applicazioni della matematica sia come par-
te di nuove offerte, se cio puo rafforzare l'istruzione
STEM nei licei.

E il momento di sottolineare nei cantoni e nelle scuole
I'importanza delle nostre materie per la formazione
dei nostri studenti e delle nostre studentesse. Lespe-
rienza dimostra infatti che una volta che qualcosa &
sparito non tornera in un futuro prossimo. L'ultima
importante revisione dei programmi di maturita risa-
le a 30 anni fa: se non riusciamo a inserire nei pro-
grammi di studio un numero sufficiente di ore-lezio-
ne per le nostre materie il rischio e che queste vadano
perse per i prossimi 30 anni.

Josef Ziiger, Presidente SSIMF
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Beat Jaggi
jaggibe@outlook.com

Noch mehr Riéitsel von Sam Loyd und
Diophantische Gleichungen

1 Einleitung

Im Bulletin N°156 [1] wurden Rétsel von Sam Loyd présentiert, die auf lineare Diophantische Glei-
chungen fiithren.

In Folgenden geht es um Rétsel, die auf nichtlineare Diophantische Gleichungen fithren. Auch diese
Rétsel sind in den beiden Biichern [2] und [3] von Martin Gardner enthalten.

Zur Erinnerung: Diophantische Gleichungen, benannt nach dem griechischen Mathematiker Diophan-
tes von Alexandria (um 100 - 350 7), sind algebraische Gleichungen, fiir die nur ganzzahlige Lo-
sungen gesucht sind. In den allermeisten Fallen hat eine Diophantische Gleichung mindestens zwei
Unbekannte.

2 Nichtineare Diophantische Gleichungen

Mrs. Wiggs Kohlkopfe (Aufgabe 53 in [3])

Mrs. Wiggs erklarte der lieben Mary, dass sie jetzt ein grosseres quadratisches Kohlbeet habe als im
letzten Jahr und dass sie von nun an 211 Kohlkdpfe mehr anpflanzen werde. Wer von den Mathema-
tikern und Landwirten unter uns kann daraus ersehen, wieviele Kohlkopfe Mrs. Wiggs in diesem Jahr
ernten wird?

Losung: Ist 22 die Zahl der angepflanzten Kohlkopfe in diesem Jahr, y? diejenige des letzten Jahres,
so erhélt man die folgende Gleichung;:
z? —y? =211

211 ist eine Primzahl, mit (x — y)(x +y) = 211 muss z —y = 1 und = + y = 211 gelten. Dieses
Gleichungssystem hat die Losung = = 106 und y = 105.

Antwort: Mrs. Wiggs wird in diesem Jahr 1062 = 11'236 Kohlképfe anpflanzen, was gegeniiber den
1052 = 11’025 Kohlképfen des vergangenen Jahres tatsdchlich einer Zunahme von 211 Kohlkdpfen
entspricht.
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Rétsel um Diamanten und Rubine (Aufgabe 39 in [2])
A

Man sollte vielleicht wissen, dass Diamanten proportional zum Quadrat ihres Gewichtes und Rubine
proportional zur dritten Potenz ihres Gewichtes im Wert steigen. Beispielsweise wéire, wenn ein reiner
Diamant mit einem Karat 100 Dollar wert ist, ein zweikaratiger Stein der gleichen Qualitdt 400 Dollar
wert und ein dreikarétiger von gleicher Reinheit 900 Dollar. Wenn ein reiner orientalischer Rubin mit
einem Karat 200 Dollar wert ist, wére ein zweikarétiger 1600 Dollar wert.

Ein angesehener Kaufmann, der sich in den Diamantenminen von Brasilien, Cape Colony und anderen
auf unserem Globus gut auskannte, zeigte mir ein Paar Ohrringe, die er gegen zwei verschieden grosse
Diamanten auf der Basis eines Karats im Werte von 100 Dollar, wie bereits erklart, eingetauscht hatte.
Koénnen Sie abschétzen, wie gross die beiden Steine verschiedener Grosse waren, die er gegen ein Paar
Ohrringe gleicher Grosse eintauschte? Natiirlich gibt es darauf viele Antworten, daher sollen Sie
die kleinstméglichen Grossen der Steine herausfinden, die dem Wert zweier von verschiedener Grosse
entsprechen, ohne jedoch mit Bruchteilen eines Karats zu rechnen.

Losung: Wir setzen x: Anzahl Karat des grosseren Diamanten, y: Anzahl Karat des kleineren Dia-
manten und z: Anzahl Karat eines Ohrrings.

Wir bekommen die Gleichung
(100z)2 + (100y)? = 2(1002)? oder z%+ y? = 22° (1)
Es ist schon lange bekannt, dass die Gleichung
2?2 +y? =2% mit z,y,z€e N (2)

unendlich viele (nichttriviale) Losungen hat, die Pythagoraischen Zahlentripel:

r =12 —35%y = 2rs,z = r? + s% mit natiirlichen Zahlen r > s. Siehe zum Beispiel auf Seite 231 in [4].

Mit einem Trick konnen wir die Gleichung (1) auf (2) zuriickfithren:

2?4yt = 227

2% + 27 = 422

22+ 2zy + 2 + 22 — 2y +y® = 422
(@+y’+(@—y)? = (22)

Also muss z +y = r? — 52, £ —y = 2rs und 2z = r? + s? sein mit natiirlichen Zahlen r > s, siche

oben.
r2 4 2rs — 2 r2 — 2rs — 2 r2 4 s2

Daraus berechnet man schliesslich x = — 5 Yy = — 5 und z = 5

Damit x,y, z ganzzahlig werden, miissen r und s die gleiche Paritdt haben. Die kleinsten Werte
ergeben sich flir r =3 und s =1. Sowirdx =7, y=1und z = 5.

Antwort: Der grossere Diamant hat 7 Karat (im Wert von 4900 Dollar), der kleinere Diamant hat 1
Karat (im Wert von 100 Dollar), die beiden Ohrringe je 5 Karat (im Wert von je 2500 Dollar).

Eine weitere Losung wire iibrigens x = 17, y =7, z =13, mit r =5 und s = 1.
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Die Schlacht von Hastings (Aufgabe 68 in [2])

Alle Studenten der Geschichte wissen um die geheimnisvollen und fragwiirdigen Umstdnde der un-
vergesslichen Schlacht an jenem schicksalshaften 14. Oktober 1066. Durch den Sieg Wilhelms des
Eroberers bei Hastings tiber den Angelsachsen Harold II. kam England unter normannische Herr-
schaft. Dieses Rétsel beschéftigt sich mit einem kuriosen Teil der Geschichte dieser Schlacht, dem bis
heute nicht die Aufmerksamkeit zuteil geworden ist, die ihm gebiihrt.

Die fragliche Stelle, auf die Professor Dudeney besonders verweist, lautet: ,,Harolds Mannen waren in
Reih und Glied aufmarschiert und bildeten 13 Quadrate, jedes mit der gleichen Anzahl Ménner, und
wehe dem verwegenen Normannen, der gewagt hétte, ihre Befestigungen zu betreten, denn schon ein
einziger Stoss eines angelsidchsischen Kriegsbeils wiirde geniigen, seine Lanze zu brechen und seinen
Panzer zu durchbohren®

Wenn Harolds Streitkrifte, die in 13 Quadrate aufgeteilt waren, mit ihm zusammen auch ein einziges
grosses Quadrat hétten bilden kénnen, wieviel Ménner miissen es dann gewesen sein? Dieses Rétsel ist
derart schwierig, dass wahrscheinlich nur wenige Mathematiker in der Lage sind, die richtige Losung
zu finden.

Anmerkung: Der urspriingliche Text wurde gekiirzt.

Losung: Bezeichnen wir mit y die Anzahl Ménner an jeder Seite der 13 Quadrate und x ist Anzahl
Ménner an der Seite des einen grossen Quadrates, dann muss

13y +1 =22 oder 2% —13y*> =1 (3)
gelten.

Leonhard Euler (1707-1783) hat Gleichungen dieses Typs irrtiimlich nach dem Mathematiker John Pell
(1611-1685) benannt; sie wurde aber zuerst von Pierre de Fermat (1607-1665) vorgestellt.

Losungen der obigen Gleichung lassen sich mit der Kettenbruchentwicklung von /13 finden, siehe [4],
Seite 351 ff.

Fir diese Kettenbruchentwicklung wenden wir den Euklidischen Algorithmus auf /13 und 1 an:

VI3 = 3.1+ (VI3-3) mit VI3-3<1

(VI3-3)+ (4= VI3) mit 4- VI3 < VI3 -3
(4= Vi3) + (2V13-7) mit 2VI3-7<4- V13
(2v13-7) + (11-3V13)  mit 11-3VI3 < 2V13-7
(

(

1 =
V13 -3 =
4-V13 =
213 -7 =
11-3V13 =

|_|

|_\

|_|

'_1

11— 3\/ﬁ) (5\/E - 18) mit 5v13 — 18 < 11 — 3v/13
5v13 — 18) (119 _ 33@) mit 119 — 33v/13 < 5v/13 — 18

@
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Die Terme werden scheinbar immer komplizierter, aber es gilt

5v13 — 18 5v13 — 18 119 + 33v13 3 13 1
VI3 _ _(6v13 ) (1194 VI3) _3+VI3 = (Vergleiche mit Zeile 2 oben.)

119 —33v13 (119 —33V13) (119+33V13) 4 V13 -3

und damit werden sich die Schritte in der obigen Entwicklung wiederholen!!

Der Kettenbruch von v/13 lautet also

1
[3;1,1,1,1,6] =3+ -
1+ o T
1+ .
1+6+ T
1+ 1
T — —
S
6+m
Die ersten Naherungsbriiche von /13 sind
3 1 4 1 7 1 11 - 1 18
3=—-=3; 3+ =-=4 3+—5=5=35 3H+—7-=—- =36, 3+—F5— = — =36 ;
1 1 1 1+1 2 14+ —5 3 1+ I 5
1+1 LT
1 119 — 1 137 1 256
3+ 1 = — =3.60; 3+ T = — ~3.6052; 3+ T = — =~ 3.6056;
1+ 1 7 33 1+ L1 7 38 1+— 1 7
L T — B r—— D — —
1+3 1+ 1
6 6+ 6+1+%
T
und schliesslich
1 393 1 649 _
3 = — = 3.605504587; 3 = — ~ 3.605
+1+1%1 109 +1+1 L 180
T —— 1
i — T — —
1+ —1 1+ I
1+1 1+@
Fiir die Zahler und Nenner dieser Briiche gilt:
32-13-12 = —4
42 -13-1* = 3
7?-13-22 = -3
112 -13-3% = 4
182 —13-5% = —1
1192 - 13-33* = 4
137 —13-38% = -3
2562 — 13-712 = 3
3932 - 13-109> = —4
6497 — 13-180> = 1

Die kleinste ganzzahlige Losung der Gleichung x? — 1322 = 1 lautet also z = 649, y = 180.

Antwort: Die 13 Quadrate, in die Harolds Streitkrifte aufgeteilt waren, bestanden aus je 180% Mén-
nern, was insgesamt 421200 Krieger ergibt. Mit Harold zusammen waren es dann 421’201 Ménner,
die ein Quadrat mit 649 Mann an jeder Seite bildeten.
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Bemerkungen:

1. 421’200 Krieger! Fast nicht zu glauben, dass die Angelsachsen unter Harold II. die Schlacht bei

Hastings dennoch verloren haben!! Da hat Sam Loyd doch etwas iibertrieben. Nach historischen
Quellen sollen es ,nur“ etwa 7500 Krieger gewesen sein!
Offenbar hat Sam Loyd diese Aufgabe vom englischen Rétselexperten Henry Dudeney ,, geborgt*,
siehe auch die entsprechende Stelle oben im Rétseltext. Bei Dudeney ist urspriinglich von 61
Quadraten die Rede. Die kleinste Losung der Gleichung z? — 61y? = 1 lautet « = 1'766/319/049,
y = 226'153/980, siehe bei der Antwort zu Aufgabe 68 in [2].

2. Die Behauptung im Rétseltext, dass nur wenige Mathematiker in der Lage sind, die richtige
Losung zu finden, stimmt nur bedingt: Mit einem Tabellenkalkulationsprogramm entsteht in
wenigen Sekunden die nachstehende Tabelle, in der fiir die ersten 181 natiirlichen Zahlen y der
Ausdruck /1 + 13y? berechnet wird.

y  |WURZEL(1+13*y*2)
1 3.741657387
2 7.280109889
3 10.86278049
4 14.45683229

178 641.7889061

| 179 645.394453
180 649
181 652.605547

Bei iy = 180 taucht erstmals ein Ergebnis auf, das ebenfalls natiirlich ist: /1 + 13- 1802 = 649.

Mischtee (Aufgabe 70 in [2])

Im Orient ist das Mischen von Tee eine derart exakte Wissenschaft, dass die Kombination verschie-
dener Teearten bis auf den millionstel Teil einer Unze ausgewogen wird! Man sagt, dass die Rezepte
einiger berithmter und angesehener Teepflanzer hunderte von Jahren geheimgehalten wurden und ni-
cht nachvollziehbar sind. Nur um die Komplikationen zu demonstrieren, die sich bei der Wissenschaft
des Teemischens ergeben, und um zu zeigen, wie schwierig es ist, das Geheimnis zu durchdringen, das
diese Kunst umgibt, mdchte ich Thre Aufmerksamkeit auf ein simples Rétsel lenken, das sich auf nur
zwei Mischungen bezieht. Der Teemischer hat zwei Kisten erhalten, beide in Form eines Wiirfels, aber
verschieden gross. Der grossere Wiirfel enthélt schwarzen Tee, der kleinere griinen. Er hat den Inhalt
beider vermischt und festgestellt, dass sich damit genau 22 wiirfelférmige Kisten gleicher Grosse fiillen
lassen. Angenommen, die Innenmasse aller Kisten kénnen bis auf die letzte Dezimalstelle benannt
werden, konnen Sie dann sagen, in welchem Verhéltnis der griine zum schwarzen Tee steht?

(Mit andern Worten: Finden Sie zwei verschiedene ganze Zahlen, und zwar derart, dass nach Addition
ihrer dritten Potenzen die daraus resultierende Summe durch 22 teilbar ist, um eine Zahl zu erhalten,
die eine ganzzahlige Kubikwurzel besitzt.)
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Losung: Bezeichnen wir die drei Zahlen mit z,y, z, dann gilt:
23+ P = 2223

Eine Losung lautet x = 25’469, y = 17299 und 2 = 9/954.

Der schwarze und der griine Tee miissen im Verhéltnis 25’4693 : 172993 ~ 3.19 : 1 gemischt werden.

Nach Betrachtung des Bildes muss davon ausgegangen werden, dass die Teekisten die Seitenldngen von
25.469 Zoll fir den Schwarztee, 17.299 Zoll fiir den Griintee und 9.954 Zoll fiir den Mischtee haben.
(1 Zoll entspricht 2.54 Zentimeter.)

Beat Jaggi (jaggibe@outlook.com) nimmt Hinweise entgegen, wie wohl Sam Loyd diese Zahlen gefunden
haben koénnte - notabene ohne Taschenrechner und Computer!

Zum Schluss noch ein Rétsel, welches auf ein Diophantisches Gleichungssystem fiihrt:

Lisas Pferch (Aufgabe 45 in [3])

Wie uns von Mutter Goose bestétigt wird, entdeckte der Zimmermann, der die Schafhiirde (einge-
zaunter Bereich fiir Schafe) fir Miss Lisa baute, dass sich zwei Pfosten einsparen liessen, wenn er das
Feld quadratisch statt rechteckig anlegte.

»In beiden hat die gleiche Anzahl Schafe Platz“, sagte er, ,aber beim Quadrat wird fiir jedes Schaf
ein Pfosten benétigt, an dem man es festbinden kann!*

Wieviele Schafe muss es in dieser bertihmten Herde gegeben haben? Vorausgesetzt, die Pfosten hatten
bei beiden Konstruktionen den gleichen Abstand voneinander und die Grundfiiche des quadratischen
und des rechteckigen Pferchs wéren gleich gross und die Herde bestand aus weniger als drei Dutzend
Schafen.

Losung: Nehmen wir der Einfachheit halber an, der Abstand der Posten betrage genau ein Meter.

Fiir ein Quadrat mit der Seitenlédnge ¢ (Meter) braucht es dann 4¢ Pfosten, fiir ein Rechteck der Masse
a x b (Meter x Meter) braucht es 2a + 2b Pfosten.

Wir erhalten das Gleichungssystem

ab =
20 +2b = 4ec+2

Aus der zweiten Gleichung entnehmen wir 2¢ = a + b — 1 oder 4¢? = a? + b? + 1 + 2ab — 2a — 2b, was
nach der ersten Gleichung gleich 4ab sein muss.

So ergibt sich

a? +b*+1—-2ab—2a—2b=a*—-2(b+1)a+b*—-2b+1=a®>—2(b+1)a+ (b—1)* =0,

A 2
und daraus a = 2041+ 4(b;1)2 46D _ b+1+2Vb= (\/Bj: 1) .

2
Damit wird 2 =ab=10 (\/B:I: 1) =(b+ \@)2

Zusammengefasst: b muss eine Quadratzahl sein. Mit b = m? wird a = (m +1)? und ¢ = m(m £ 1).
Wir betrachten die Lésungen mit +, da m und m + 1 zu gleichen Ergebnissen fiihrt wie m und m — 1.
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m=1ergibt a =4, b=1und ¢ = 2.

Pfosten
«——2Zaun
L L @ Cc
b D
L L @

Fir das Rechteck mit den Abmessungen 4 Meter x 1 Meter braucht es 10 Pfosten, fiir das Quadrat
mit den Abmessungen 2 Meter x 2 Meter nur 8. In diesem Fall besteht die Herde aus 8 Schafen.
(Anmerkung: Im Sinne des Tierschutzes ist zu hoffen, dass der Abstand zwischen den Pfosten mehr
als 1 Meter betrug!!)

Q

Mit m=2wirda=9, b=4 und ¢c=6.

Fiir das Rechteck mit den Abmessungen 9 Meter x 4 Meter brauchte es 2(9 + 4) = 26 Pfosten, fir
das flichengleiche Quadrat mit den Abmessungen 6 Meter x 6 Meter reichten 4 - 6 = 24 Pfosten.
(Diese zweite Losung fehlt in [3])

Literatur

[1] Jaggi Beat: Rdtsel von Sam Loyd und Diophantische Gleichungen,
Bulletin des VSMP, 156, September 2024

[2] Loyd, Sam und Gardner, Martin: Mathematische Rdtsel und Spiele,
Dumont Taschenbiicher, 2020

[3] Loyd, Sam und Gardner, Martin: Vom Kiiken zum Ei,
Noch mehr mathematische Rdtsel und Spiele, Dumont Taschenbiicher, 2015

[4] Niven, Ivan; Zuckerman Herbert S.; Montgomery Hugh L.:
An Introduction to the Theory of Numbers, John Wiley & Sons, Inc. 1991

Fiir [4] siehe auch

https://editorialdinosaurio.wordpress.com/wp-content/uploads/2012/03/itn-niven.pdf
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Historische Vermessungsgeriite

Schon frih war die Mathematik von grosser Bedeutung fur die Astronomie, die Seefahrt, die Zeit-
messung und die Vermessung. Wie aus zeitgendssischen Lehrblchern von Benjamin Bramer,
Levinus Hulsius und Leonhard Zubler hervorgeht, ging es im 17. Jahrhundert vor allem um die
Distanz- und Hoéhenmessung. Die “geometrischen Instrumente” glichen Proportionalwinkeln und
hatten zum Teil einen Quersteg und einen Halbkreiswinkelmesser. Manche Vermessungsgerate
haben in Museen Uberlebt.

Benjamin Bramer spricht im dritten Teil seines Werks Apollonius Cattus vom “geometrischen Triangularin-
strument”, welches das Messen von Hohen, Tiefen, Langen und Breiten ermoglicht. Er widmete sein Werk
dem Landgrafen Wilhelm von Hessen. Der Distanzmesser sicht aus wie ein Proportionalwinkel mit zwei
Schenkeln und einem drehbaren Zusatzlineal sowie einer Visiereinrichtung (vgl. Abb. 1). Manchmal wird es,
wie in seiner Trigonometria planorum mechanica dargestellt, mit einem Winkelmesser (Transporteur) ge-
koppelt und auf ein Stativ gesetzt. Man bestimmte die Hohe von Tiirmen (vgl. Abb. 2), die Tiefe von Brun-
nen, die Lage von Wolken (vgl. Abb. 3). Das Werkzeug eignete sich auf auch fiir die Ermittlung des Fla-
cheninhalts von Vielecken (vgl. Abb. 4). Fiir senkrechte Schichte in einem Bergwerk kamen auch Senklote
zum Einsatz. Hiufig stand die Vermessung im Dienst des Kriegs. Proportionalwinkel waren jeweils mit
zahlreichen Skalen versehen. Bramer war der Schwager von Jost Biirgi, der unabhéngig von John Napier die
Logarithmen geschaffen hat.

Abb. 1: Distanzmessung mit
einem Triangularinstrument.
Quelle: Benjamin Bramer:
Apollonius Cattus, 3. Teil (4.
Kapitel)
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Abb. 2: Bestimmung der Hohe
eines Turms mit einem Trian-
gularinstrument. Quelle: Ben-
jamin Bramer: Apollonius
Cattus, 3. Teil (10. Kapitel)

Abb. 3: Bestimmung der Hohe
einer Wolke mit einem Trian-
gularinstrument. Quelle: Ben-
jamin Bramer: Apollonius
Cattus, 3. Teil (17. Kapitel)

Abb. 4: Berechnung eines
Vielecks mit einem Triangula-
rinstrument. Quelle: Benjamin
Bramer: Apollonius Cattus, 3.
Teil (5. Kapitel)
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Leonhard Zubler aus Ziirich widmet sein Werk Novum Instrumentrum Geometricum Herzog Friedrich von
Wiirttemberg. Er stellt sein “geometrisches Instrument” vor, das aus einem Proportionalwinkel mit einem
zusdtzlichen drehbaren Messstab und einem Halbkreiswinkelmesser (Halbkreisscheibe mit Kompass) besteht
(vgl. Abb. 5). Auch in seinem Lehrbuch kommen kriegerische Anwendungen vor (vgl. Abb. 6). Weitere
Beispiele betreffen die Messung der Turmhdhe (Abb. 7) oder die Bestimmung der Hohe von Bergen. Zubler
erklirt, dass Thales von Milet diese “Geometria” in Agypten erfunden und nach Griechenland gebracht ha-
ben soll. Er gibt auch Anweisungen zum Bau des Vermessungsgerits.

Abb. 5 (oben links): Vermessung mit einem geomet-
rischen Instrument (Halbkreisscheibe mit Winkel-
messer und Kompass und Proportionalwinkel mit
drei Schenkeln). Quelle: Leonhard Zubler: Novum
instrumentum geometricum (Seite 18)

Abb. 6 (oben rechts): Distanzmessung mit einem
geometrischen Instrument (Proportionalwinkel mit
Halbkreiswinkelmesser). Quelle: Leonhard Zubler:
Novum instrumentum geometricum (Seite 16)

Abb. 7 (unten links): Bestimmung der Hohe eines
Turms mit einem geometrischen Instrument (Pro-
portionalwinkel mit Halbkreiswinkelmesser). Quel-
le: Leonhard Zubler: Novum instrumentum geomet-
ricum (Seite 25)
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Levinus Hulsius fiihrt in Theoria et Praxis Quadrantis Geometrici in den Gebrauch des geometrischen
Quadranten (vgl. Abb. 8) ein. Damit lésst sich beispielsweise die Hohe von Tiirmen, Sidulen und Bédumen
bestimmen (vgl. Abb. 9). Auch Entfernungen und die Breite von Fliissen konnen berechnet werden. Das
Instrument diente ferner fiir Berechnung der Schattenldnge. Zum Vergleich: Auf der Riickseite von Astrola-
bien (zweidimensionale Modelle des Himmels) ist oft ein Schattenquadrat vorhanden. Damit ldsst sich bei-
spielsweise die Hohe von Bergen messen. Der Begriff “umbra recta” bedeutet gerader Schatten, “umbra
versa” steht fiir den umgekehrten Schatten. Hulsius beschreibt in seiner Schrift auch ein mathematisches
Werkzeug mit einem Kompass.

Abb. 8 (links): Geometrischer Quadrant, ein Hilfsmittel fiir die Hohen- und Distanzmessung. Quelle: Levi-
nus Hulsius: Theoria Et Praxis Quadrantis Geometrici (Seite 9)

Abb. 9 (rechts): Bestimmung der Hohe einer Siule mit einem geometrischen Quadranten. Quelle: Levinus
Hulsius: Theoria Et Praxis Quadrantis Geometrici (Seite 30)

Vermessungswerkzeuge in Museumssammlungen

Analoge Vermessungsgerite bestehen oft aus Messing. Sie sind in manchen Sammlungen zu finden, bei-
spielsweise in Dresden, Florenz, Kassel, London, Oxford und Paris. Im 17. Jahrhundert gab es bereits auch
einfache Theodoliten.

Danksagung
Herzlichen Dank an die Bibliotheken fiir die Bereitstellung hochwertiger Fotos.
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Ewiger Quadrupel-Lauf in der
Sekantenmethode

1 Einleitung

Das Newton-Raphson Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen einer (differenzierbaren) Funktion f
liefert keine Losung, wenn die berechnete Folge von Néherungswerten der Nullstelle

— f(zn)
T ) W

einen Wert x,41 ergibt, welcher Nullstelle der Ableitung von f ist. Das Verfahren konvergiert aber
auch in anderen Féllen nicht, zum Beispiel im Falle der Sinusfunktion mit Startwert zy = — arctan(n).
Hier erhalt man z,, = xg + n - 7. Andere Félle, bei denen das Verfahren nicht konvergiert, sind ewige
Paarldufe wie in Abbildung m dargestellt. Bei Hans Walser [Iil] findet man zahlreiche weitere Beispiele,
die auf einen ewigen Paarlauf fiihren.

_4 S(.)

Abbildung 1: Ewiger Paarlauf fiir f(x) = 2% — 52 mit Startwert zo = 1.

Das Sekantenverfahren ist verwandt mit dem Newtonverfahren, die Ableitung der Funktion wird durch
einen Differenzenquotienten ersetzt. Man erhélt folgende rekursiv definierte Zahlenfolge:

LTp — Tp—1

f(zn) = f(zn-1)

Geometrisch bedeutet das Verfahren, dass fiir zwei Werte x,,_1 und x,, die Sekante durch die Punkte
(n—1, f(xp—1)) und (x,, f(x,)) gelegt wird und der Schnittpunkt mit der x-Achse den nichsten Wert
ZTpt1 liefert. Natiirlich versagt auch dieses Verfahren, wenn ein Wert x,1 berechnet wird, fiir den
f(xpy1) = f(zy) gilt. In diesem Beitrag untersuchen wir, fiir welche Startwerte das Sekantenverfahren
einen ewigen Quadrupel-Lauf liefert.

f(@n) (2)

Tp4+l = Tnp —

2 Bedingungen fiir einen ewigen Quadrupel-Lauf

Wir beschriinken uns auf den Fall einer kubische Funktion der Form f(z) = 23 — ax mit a > 0.
Abbildung B illustriert die Situation. Das Verfahren liefert einen ewigen Quadrupel-Lauf, falls o = —xg
und 3 = —x1.
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Abbildung 2: Ewiger Quadrupel-Lauf fiir f(z) = 23 — ax.

Bevor wir diese beiden Bedingungen in Gleichung (E) einsetzen, formen wir die Rekursionsgleichung
noch etwas um und erhalten

Tp+1 - f($n) — Tp+1 - f(xn—1> + Ty - f(xn—l) — Tn—1" f(xn) =0.

Wir setzen © = 1 = —x3 und y = 22 = —x4 oben ein und haben damit folgendes Gleichungssystem
zu 16sen:
(ot -2s) =0 @)
(y—=z)- fly)—2y-f(==) = 0
Fiir die kubische Funktion f(z) = 2® — ax erhalten wir:
(x4+y) (2®—ax) —22-(y —ay) = 0 (@)
(y—2)- (¥ —ay) +2y- (¢° —azx) = 0

Das Gleichungssystem (H) hat die triviale Losung = 0 und y = 0. An dieser Losung sind wir nicht
interessiert. Wir haben also noch zu l6sen

{(fv+y)-(w2—a)—2-(y3—ay) 0
(y-2) (4 —a)+2- (@ —az) = 0

FEtwas weniger offensichtlich ist, dass sich beide Gleichungen weiter faktorisieren lassen. Wir multipli-

zieren zuerst aus:
2 —ar+22y—292 +ay = 0
y3—ay —zy? +223 —ax = 0

Es ist nun leicht zu zeigen, dass tatséchlich

% —ax + 2%y — 2y° + ay (z —y) (2 4 2y + 22y — a)
v —ay—xy? +223 —ax = (v+y)(y?+22% 22y —a)

Wieder sind wir in den Losungen x = y und & = —y nicht interessiert. Der erste Fall entspricht der
Situation zweier identischer Startwerte, der zweite Fall fiihrt auf xo = 3, also wieder auf ein Versagen
des Verfahrens. Unser Gleichungssystem hat sich nun auf zwei Ellipsengleichungen reduziert:

22 + 292 + 22y = a
{ Q

202 + ¢ — 22y = a

Wenn wir in der ersten Ellipsengleichung * — y und y — —z ersetzen, erhalten wir die zweite
Gleichung. Die Hauptachsen der beiden Ellipsen stehen also senkrecht aufeinander. Die Situation ist
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in Abbildung H gezeigt. Das Gleichungssystem (E) hat vier Losungen. Diese Losungen entsprechen
innerhalb des Sekantenverfahrens lediglich einer zyklischen Vertauschung der Werte g, 1, 2 und x3.

Y

8

Abbildung 3: Schnittpunkte der beiden Ellipsengleichungen des Systems (a)

Um einen der Schnittpunkte der beiden Ellipsen zu berechnen, fiihren wir eine Hauptachsentransfor-
mation der ersten Gleichung in (ff) durch. Es ist

(x y).M-(”yC>=a mit M:G ;)

Wir diagonalisieren die Matrix M. Die Eigenwerte sind die Losungen von

’1/\ 1

1 1
2 — _ —
. 2_)\‘_/\ 3A+1 0:>)\1—2(3 V5), A 2(3+\/5)

und die normierten Eigenvektoren lauten

1 < \/5—1_1) und wv9 = ! ( \/5_1>
V2vs \-VV5 -1 T Vas \WAVE+1)

OO FE DY

in die Gleichungen (a) ein und erhalten

v =

Wir setzen

2 2
(4 ()
9 9 (7)
()
mit
_ 2\/5@ d = 2\/5a
Vs M “\V3VE+5
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Das Gleichungssystem (H) hat die positive Losung

fopo 2B _ e
Var+ g2 V3

Indem wir den Wert in Gleichung (B) einsetzen, lassen sich die Startwerte berechnen, die einen ewigen

Quadrupel-Lauf erzeugen:
To=T = va <\/\/€)—|—1—i—\/\/§—1>—“\/35\;_52‘\/a
va [v/5-2
r=y = m<—\/\/g—1+\/\/g+l>= e Va.

V6v5
Unabhéngig vom Wert von a > 0 gilt fiir das Verhéltnis der beiden Startwerte:

N fto—44p——
r1 1
4+

44 .

Die Zahl vier spielt also auch in der Losung des ewigen Quadrupel-Laufs eine prominente Rolle.

Links

[1] Hans Walser: Ewige Paarliufe, https://walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/N/Newton/Newton.pdf.
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Hans-Jirgen Elschenbroich und Wilfried Dutkowski

elschenbroich@t-online.de, wdutkowski@hs-euklid.de

nErfolgreicher Mathematikunterricht mit
dem Computer” vor 25 Jahren und heute

Vor 25 Jahren hat Volker Hole sein Buch ,,Erfolgreicher Mathematikunterricht mit dem Computer*
veroffentlicht. Die Diskussion zum Computereinsatz war gepriagt durch eine eher akademische
Diskussion um Fachdidaktik und Allgemeinbildung auf der einen Seite und andererseits durch isolierte
schulische  Leuchtturmprojekte bei einer weit verbreiteten Skepsis der Lehrkrifte.
In diesem Beitrag werden grundlegende didaktische Prinzipien zur Organisation des Unterrichts mit
digitalen Mathematikwerkzeugen aufgezeigt und exemplarisch an Aufgaben von Hole versucht, sein
Werk fortzuschreiben um dabei neue Akzente zu setzen.

Hinweis: Dieser Text ist eine gekiirzte und leicht iiberarbeitete Fassung des Artikels im MNU
journal 5/2023 und 1/2024. Der Schwerpunkt liegt wie bei Hole auf der Sekundarstufe 1. In einem
Folge-Beitrag werden wir auch auf Beispiele aus der Sekundarstufe Il eingehen.

1 Phasen des Einsatzes von Computern im Mathematikunterricht

Computer und heute speziell im Schulbereich iPads sind (auch) mathematische Werkzeuge, die erst seit
vergleichsweise kurzer Zeit existieren. Mathematik treiben sowie Mathematik lehren und lernen ist ohne
Werkzeuge nicht moéglich. Volker Hole hat sich 1998 mit dem damals noch recht neuen Werkzeug
Computer und seinem Einsatz in der Schule auseinandergesetzt. Sein Anliegen war ,,methodische und
didaktische Grundfragen in der Sekundarstufe I“ (Hole, 1998, Untertitel) und die bestehende
Schulwirklichkeit zu erfassen und die damalige fachdidaktische Diskussion darzustellen. Hole folgte
dabei dem allgemeinbildenden Ansatz der ,zentralen Ideen‘ im Sinne von H. W. Heymann (1998).

Hole benennt in seiner Ubersicht zunichst vier Phasen des Einsatzes von Computern im
Mathematikunterricht.

1. Inder ersten Phase bis 1976 befasste man sich vorwiegend ,,mit den logischen und technischen
Grundlagen der Datenverarbeitung® (Hole, 1998, 12).

2. In der zweiten Phase bis Ende der achtziger Jahre standen Programmiersprachen (BASIC,
LOGO, Pascal) im Vordergrund. In dieser Phase dominierten die PC-Fachrdume das
Geschehen, und es wurden in den Programmiersprachen eigene kleine Programme geschrieben.

3. In der dritten Phase (in der er damals mittendrin war) stand der Einsatz ,,von allgemeiner oder
fachspezifischer Anwendersoftware™ wie Excel, Derive und DynaGeo im Fokus (Hole, 1998,
12). Zunidchst gingen die Aktivitdten noch meist vom leeren Bildschirm aus, die Nutzung
elektronischer Arbeitsblitter (Elschenbroich & Seebach 2000-2003; Baptist 2004a, b)
entwickelte sich erst allmihlich. In dieser Phase gab es auch eine Entwicklung von einer
Vielzahl einzelner Programme hin zu umfassenden Modularen Mathematik-Systemen wie z.B.
GeoGebra oder TI Nspire.

4. Fast hellseherisch war seine Vorausahnung, dass ,,demnéachst wohl eine vierte folgen wird, die
wesentlich durch multimedial arrangierte Kursangebote und Lernumwelten und durch Formen
des Telelearnings geprégt sein wird“ (Hole, 1998, 12). In dieser Phase befinden wir uns heute
und von da aus wird ein Blick zuriick auf die dritte Phase und das Buch von Hole geworfen
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2 Didaktische Prinzipien beim Einsatz digitaler Werkzeuge im MU

Es gibt in der Literatur zahlreiche didaktische Prinzipien. Laut Wikipedia sind didaktische Prinzipien
»allgemeine Grundséitze zur Gestaltung von Erziehung und Unterricht. Als Regelsetzungen
beanspruchen sie Giiltigkeit fiir jedes organisierte Lehren und Lernen nach dem Erkenntnisstand der
Zeit* (Wikipedia).

Aus der personlichen Sicht und langjéhrigen Erfahrung der Autoren sind folgende allgemeine
padagogische Prinzipien von besonderer Bedeutung:

e genetisches Prinzip,

e operatives Prinzip,

e Spiralprinzip,

e  Prinzip der Vielfalt der Reprisentationsformen'

Sie sind nicht von ungefdhr mit grolen Namen wie Wagenschein, Piaget und Bruner verkniipft und
werden hier mit digitalen Werkzeugen verbunden. Sie werden durch zwei weitere Prinzipien ergénzt,
die insbesondere beim zielgerichteten Einsatz digitaler dynamischer Lernumgebungen bedeutsam sind

e dynamische Visualisierung,
e systematische Variation (Heintz et al., 2017).

Der Einsatz von Werkzeugen hat groen Einfluss auf das, was man mathematisch macht und denkt. Die
Quadratur des Kreises beispielweise ist mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar, mit anderen Werkzeugen
schon (Dutkowski, 2023). Die zeichnerische Konstruktion eines Dodekaeders auf dem ebenen
Zeichenblatt ist aufwéndig, aber mit GeoGebra 3D mit dem Befehl Dodekaeder(A, B) bei zwei
Basispunkten A und B erledigt. Gegeniiber einer mdglichen Euphorie hat aber schon Holzl (1994, 4)
thematisiert, ob es ,,einen didaktischen Vorzug zum Nulltarif‘ geben kann oder ob nicht durch eine
erhohte Komplexitét ,,ein didaktisches Gleichgewicht ins Spiel kommt. Auch ist nicht zu unterschitzen,
dass die Bedienung neuer Werkzeuge erst gelernt werden muss, was fiir Lehrerinnen & Lehrer wie fiir
Schiilerinnen & Schiiler zutrifft. So wie eine Gitarre als Artefakt ein Holzkasten mit Drihten ist, dessen
Nutzung als Instrument erlernt werden muss, so ist es auch bei Computer & iPad. Es kommt darauf an,
dass ,,ein Nutzer sich ein zunéchst allgemeines ,Artefakt® zu eigen macht, zum ,Instrument macht, um
es fiir die eigenen mathematischen Handlungen und Intentionen zu nutzen (Barzel, 2016, 155). Dabei
sind Werkzeugkompetenzen mehr als blofe routinierte Bedienung (Heintz et al., 2017).

2.1 Genetisches Prinzip

Das genetische Prinzip besagt in der fachlichen Ausprégung, dass der Mathematikunterricht sich nicht
an der Axiomatik der Mathematik orientieren soll, sondern am Prozess der Entstehung von Mathematik,
ohne deswegen alle historischen Irrwege zu durchlaufen. Ein Unterricht, der die Begriffsentwicklung
im Rahmen der Genese mathematischer Begriffe problematisiert, wird dann als historisch-genetischer
Unterricht bezeichnet. Es geht nicht darum, Schiilerinnen & Schiilern etwas beibringen zu wollen/
sollen, sondern ihnen zu helfen die Sachverhalte zu entdecken (Wagenschein, 2010). ,,Das zentrale
Anliegen des genetischen Prinzips ist es, dass Mathematik nicht als ein Fertigprodukt gelernt wird,
sondern dass Lernende einen Einblick in den Prozess der Entstehung von Mathematik erhalten.
Mathematik ist etwas, bei dem Lernende entdecken oder erfinden konnen, auch wenn es sich meist oder
fast ausschlieflich nur um Nacherfindungen handelt (Weigand o. Jg., 5).

Martin Wagenschein als bekanntester Vertreter des genetischen Prinzips sieht aber auch einen
individual-genetischen Aspekt: ,,Pddagogik hat mit dem Werdenden zu tun: mit dem werdenden
Menschen und — im Unterricht, als Didaktik — mit dem Werden des Wissens in ihm* (Wagenschein 2010,
75). Auch in der mit Felix Klein verbundenen Meraner Reform findet sich die Forderung ,,den Lehrgang
mehr als bisher dem natiirlichen Gange der geistigen Entwicklung anzupassen.* (Gutzmer, 1908, 104)

! Dieses Prinzip ist im originalen MNU Artikel so noch nicht aufgelistet worden. Wir werden in einem
Folgeartikel darauf eingehen.
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2.2 Operatives Prinzip

Eigenes Handeln spielt fiir das Lernen, fiir die Erkenntnisgewinnung eine entscheidende Rolle. Das
operative Prinzip wird meist mit Piaget verbunden, der Denken als verinnerlichtes oder gedachtes
Handeln verstand. Es wurde von Wittmann vertieft und auch auf die Objekte bezogen, mit denen
Operationen vorgenommen wurden (Wittmann, 1985). ,,Daher sind im Unterricht konkrete Materialien,
zeichnerische Darstellungen und Textmaterialien einzusetzen, an denen die Schiiler real oder
gedanklich operieren, ,forschen‘ konnen.” (Wittmann, 1981, 79).

Zum operativen Prinzip gehort heutzutage auch die Verbindung von klassischen analogen Werkzeugen
und virtuellen digitalen Werkzeugen wie PC und dynamischen Lernumgebungen einschlieBlich notiger
Phasen der Entschleunigung (Heintz, 2016). Digitale Werkzeuge erweitern dabei zum einen die zu
untersuchenden Objekte (z.B. Ortslinien) und zum anderen die durchfiihrbaren Operationen (z.B. Ziehen
an Punkten, Graphen oder Schiebereglern). Digitale dynamische Lermumgebungen bieten heute
umfangreiche Moglichkeiten fiir computergestiitzte Handlungen, die dann im Klassenrahmen
entsprechend aufgegriffen, durchdacht und auf ein neues gemeinsames Niveau gebracht werden miissen.

2.3 Spiralprinzip

Die ,,Curriculum-Spirale* wird meist mit Bruner in Verbindung gebracht (Bruner, 1970) und ist eng mit
fundamentalen Ideen / Big Ideas / zentralen Ideen / Leitideen verkniipft. Hole zitierte dazu Wittmann:

1. ,,Der Unterricht ist in jedem Fach in erster Linie auf die fundamentalen Ideen (,Struktur’) der
jeweiligen Fachwissenschaft auszurichten.*

2. ,,Die Grundideen eines Fachs kénnen jedem Kind, gleich welcher Altersstufe oder sozialen
Herkunft, auf der Grundlage der Denkmittel, die es mitbringt, und der Darstellungsmittel, die
es versteht, in entsprechend einfacher Form vermittelt werden.” (Wittmann, 1981, 84)

Schon zu Beginn des 20. Jahrhunderts thematisierte Whitehead ,zentrale Ideen® und forderte, sie in den
Mittelpunkt des mathematischen Schulunterrichts zu stellen. Heute sind die Leitideen der
Bildungsstandards der KMK mafgebend (Algorithmus und Zahl, Messen, Raum und Form, funktionaler
Zusammenhang, Daten und Zufall). Es geht darum, damit einen ,roten Faden® {iber die Jahre hinweg zu
haben und diese Ideen immer wieder spiralig aufzugreifen. Dabei wird auch das E-I-S Modell von
Bruner bedeutsam, in dem es um die verschiedenen Weisen der Erkenntnisgewinnung und ihr
Zusammenspiel geht (siehe Kap. 3). Dabei hat Bruner besonders auf ,,die Bedeutung des Entdeckens*
(Bruner, 1970, 33) hingewiesen und gefordert, den Unterricht methodisch so anzulegen, dass die
Schiilerinnen & Schiiler Sachverhalte und Verallgemeinerungen selbst entdecken konnen (discovery
learning) im Gegensatz zur lehrerzentrierten Behauptungs- und Beweismethode.

2.4 Prinzip der dynamischen Visualisierung

Im Gegensatz zu statischen Visualisierungen (z.B. Abbildungen, Modellen, ...) findet man dynamische
Visualisierungen in Form von Videos oder Animationen wieder. Speziell bei dynamischer
Mathematiksoftware sind insbesondere der Zugmodus und der Einsatz von Schiebereglern typisch, oft
in Kombination mit der Spur oder Ortslinien.

Im Gegensatz zu einem passiven Konsum dynamischer Visualisierungen sollten sie mit lernférderlichen
Aktivitdten interaktiv verbunden werden. Dynamische Visualisierungen sind aber nicht prinzipiell
lernforderlicher als statische, weil sie eine grofere intellektuelle Belastung mit sich bringen kdnnen,
einen Overload-Effekt. ,,Dynamische Visualisierung ist mehr als blofe Veranschaulichung. Sie ist aber
kein didaktischer Vorteil zum Nulltarif* (Heintz et al., 2017, 171). Lernen bedeutet aktive
Auseinandersetzung mit dem Gegenstand, aus der in Verbindung mit dem Vorwissen neues Wissen
entsteht (Elschenbroich, 2004). Dabei ist zu beachten, dass eine zu umfassende und ,glatte
Visualisierung die Gefahr birgt, zu grofe Schritte im Erkenntnisprozess zu gehen und dabei
entscheidende Schritte zu iiberspringen. Auf Phasen der Entschleunigung und des manuellen
Durcharbeitens darf dabei nicht verzichtet werden (Heintz et al., 2017, 171).
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2.5 Prinzip der systematischen Variation

Ohne Variationsmoglichkeiten (Zugmodus, Schieberegler) ist keine Dynamik moglich. Wenn sich aber
alles Mogliche dndert, wird es beliebig schwierig, alles zu iiberblicken und die entscheidenden
Anderungen zu erkennen. Deswegen ist es oft sinnvoll und nétig, die Variationsmdglichkeiten in
gewissen Maflen einzuschrinken. Es gilt, ein geleitetes Entdecken zu organisieren, was auch passend
auf die jeweilige Lerngruppe zugeschnitten sein muss. Es geht nicht um planloses Variieren, sondern
um zielgerichtetes Arbeiten, also systematisches Explorieren, um alle Sdtze der Schulmathematik als
Invarianzen bzw. funktionale Abhéngigkeiten entdeckbar zu gestalten.

Der Gedanke der Variation von Objekten ist schon langer bekannt. Ein anderer, seltener betrachteter
Aspekt ist die Variation der benutzten Werkzeuge, was dann auch mit einem Wechsel der Perspektiven
einhergeht (Elschenbroich, 2017). Durch die Weitentwicklung der Mathematiksoftware zu Modularen
Mathematik-Systemen ist dieser Werkzeugwechsel innerhalb einer Programmumgebung (z.B. von
Geometrie zu Funktionen oder Tabellenkalkulation) erheblich einfacher geworden.

3 Erkenntnisgewinn und Computer: Vom E-I-S-Modell zu C-E-I-S

Von Bruner stammt der Gedanke, ,,daf$ man etwas auf drei verschiedene Weisen kennen kann: dadurch,
dafs man es tut, dadurch, day man es sich bildlich vorstellt, und dadurch, dafs man ein symbolisches
Mittel wie z. B. die Sprache verwendet (Bruner, Olver & Greenfield, 1971, 27). In der deutschen
Ubersetzung von Aebli werden dafiir die Begriffe ,,handlungsmiBig, bildhaft und symbolisch benutzt
(Bruner, Olver & Greenfield 1971, 21). Dies ist dann, vor allem in der deutschsprachigen Interpretation,
als E-I-S Modell (enaktiv, ikonisch, symbolisch) bekannt geworden und gibt didaktische Anregungen,
wie mathematische Inhalte fiir das Lernen von Mathematik aufbereitet werden konnen. Wenn dabei von
»kognitiven Entwicklungsstufen® (Stangl, 2023) gesprochen wird, impliziert dies eine Hierarchie, die
stufenweise zu durchlaufen wire. Dies gilt sicher fiir die individuelle kindliche Entwicklung vom ersten
Lebensjahr bis zum Ende der Grundschule. Oft werden diese Stufen auch im Unterricht in dieser
Reihenfolge durchlaufen. Dies ist in der Sekundarstufe aber nicht zwingend, sondern unnétig
einschriankend (Elschenbroich & Strifer, 2022).

Wenn zum E-I-S Modell gesagt wird ,,Wissen und Information lésst sich in der Regel im Unterricht in
verschiedenen Représentationen darstellen (Stangl, 2023), zeigt dies eine statische Sicht auf fertiges
Wissen, wihrend fiir uns hier der dynamische Charakter des Lernens als Aktivitét, die individuelle
Erkenntnisgewinnung von besonderer Bedeutung ist. Hole weist schon 1998 darauf hin, ,,daB3 mit dem
Computer mathematische Inhalte auf allen drei Ebenen der Handlung, des Bildes bzw. der Grafik und
der Sprache dargestellt werden konnen (Hole, 1998, 223). Wir nutzen hier nicht den Begriff Ebenen,
oder Stufen, sondern sprechen niher an Bruner von Weisen oder Modi. Der erforderliche und fruchtbare
Wechsel zwischen den Modi wird bei Hole ,,intermodaler Transfer* genannt (Hole, 1998, 168). Lotz
weist speziell zum enaktiven Modus darauf hin, dass es entscheidend ist, dass die Handlungen so
erfolgen, dass sie ,,Einsichten ins Symbolische anbahnen* (Lotz, 2020).

Dem Computer kommt schon 1998 eine besondere Rolle zu. Hole erweiterte damals das E-1-S Modell
zum C-E-I-S Modell. Das war wegweisend, wurde aber kaum aufgegriffen. Hole sah E, I, S als
Eckpunkte eines Dreiecks und legte C als Punkt in die Mitte. Damit blieb dies ein ebenes Schema.

Computer basiert

ikonisch symbolisch

enaktiv

Abb. 1. C-E-I-S-Pyramide © GeoGebra, Elschenbroich & Dutkowski
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Wir wollen dagegen den Computer aus der E-I-S Ebene herausheben. Seine {ibergreifende Bedeutung
und der Zusammenhang mit den drei Modi der Erkenntnisgewinnung wird jetzt durch ein
dreidimensionales Modell visualisiert (Abb. 1), in dem bei einer dreieckigen Pyramide der C-Eckpunkt
aus der E-I-S- Ebene herausragt.

Dadurch wird es mdglich, nicht nur die C-E-I-S Pyramide als Ganzheit zu betrachten, sondern neben
der E-I-S Ebene auch die anderen Seitenflichen als eigene Ebenen E-I-C, I-S-C und E-S-C zu sehen.
Elschenbroich & Strafer betonen insbesondere, dass dynamische Mathematik-Software wie GeoGebra
»waurch die Moglichkeiten dynamischer Visualisierung in bislang nicht gekannter Form die Ebenen

enaktiv und ikonisch, je nach Art und Qualitit der Lernumgebung auch alle drei Ebenen‘ verbindet
(Elschenbroich & Strifer, 2022, 242).

Das C-E-I-S Modell ist eine modermne Ausprigung des didaktischen Prinzips der Vielfalt der
Représentationsformen.

4 Ausgewdhltes Beispiel - damals und heute

Im Folgenden wird ein Beispiel von Volker Hole vorgestellt und gezeigt, wie man es heute bearbeiten
konnte. Dabei wird konsequent Bezug auf die fiinf genannten Prinzipien genommen.

Die maéchtigen Befehle von GeoGebra bieten vorher nicht gekannte Mdglichkeiten, Themen in
dynamischen Lernumgebungen aufzubereiten. Im Beispiel geht es uns vorwiegend darum, die
didaktische und softwaretechnische Entwicklung der letzten 25 Jahre zu beleuchten.

Da es bei Hole oft keine explizite Aufgabenformulierung gab, wird im Folgenden eine mogliche und
passende Aufgabenstellung sinngemaf3 formuliert.

Quadratische Funktionen mit Parametern, Scheitelpunkt und Nullstellen

Problemstellung: Die Graphen quadratischer Funktionen der Form: y = f(x) = a(x — x¢)? + v,
sollen untersucht werden.

Damals war der Einsatz von Schiebereglern noch nicht verbreitet, und das formstabile Variieren von
Graphen war nicht mdglich. Hole nutzte das CAS-Programm Derive (Abb. 4), in dem im Algebra-
Fenster systematisch Funktionsterme per Hand eingegeben und dann die Graphen gezeichnet wurden.

El DERIVE for Windows 3

File Edit Author Simplfy Solve Calculus

D!EHI %’ #n‘#n

Declare Options  Window

* | ]

Help

@l\lf;UB| ljml 3 | f‘E'nl A"lﬂf‘|

#¥]

E

o D]l] .Algebla C:A\PARABEL_ MTH
L0 | L 2
‘] [J 1: y = 3-x
[ |
| {-6 [ ; 2
ll‘ lll @2: y =3-{x — 4)
\ |‘ P
I‘| a | Ty = 3-(x >
| | 2
| 4: = 3-{x + 2
]|| Ill ‘[
lll 4 l|| | !“
| }II
X
8B € -4 -2 2 4 6 g

Abb. 2. Quadratische Funktionen y = f(x) = a(x — x¢)? + v, (Hole, 1998, 107)
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Heute wird man die Parameter mit Schiebereglern dynamisieren. Es gibt dann keine Vielzahl von
Graphen, die eine Schar bilden, sondern jeweils prototypisch eine Funktion, die den aktuellen
Parametern entspricht.

A [ B [BTDEEE T G [ H [ 1 [ J
b % a? —m> 1 1
2 b? > -2 2 ‘ :
i c?— -12 -12 \ 19 {

4 ‘y‘ 17 I\'
"5 |Quadratische Funktion  ‘Wertetabelle % ) 1200 i 15 1
6 ly=ax*+bx+c -7 5 23 a L3 ¢
T 6 36 12 \ s /
78 | Schrittweite 7 —> 1 23 \ 2
23 4 12 4 1 5 /

10 3 i = /
a1 2] T EEE !
A2 1 -9 1 ] 5.5
3] 5 =3 L Ram . e o fo e
14 |Quadrat. Gleichung (y=0) 1 -13 -9 \ 51 4
15 | +bx+c=0 2 12 -4 e
_16 |  Diskriminante D=b*4ac = 52 3 -9 3 194 o
_17 | [Lasungsformel 4 -4 12 11y
18| bx P4 | x1- 46055513 5 3 23 13e”
19| [ElEsSae ine x2 = -2.605551 12 36 15
20 | £ 23 51

21 Scheitel (1.OF13.0) (1.0F13.0)

Abb. 3: Quadratische Funktionen y = f(x) = ax? + bx + ¢ (Hole, 1998, 298)

Weitere Problemstellung: Die Graphen quadratischer Funktionen mit Gleichungen der Form
y = f(x) = ax?® + bx + ¢ sollen auf Scheitelpunkt und Nullstellen untersucht werden.

2

Mit quadratischer Ergénzung wird dann S = (—%,642 ) hergeleitet und als Nullstellenformel
—-b+Vb?-4ac

X12 = — 24

Dies ist das algebraische Standardverfahren. Eine visuelle Unterstiitzung wird dadurch realisiert, dass
fiir jeden Parameter a, b, c in einer Excel-Tabelle nebeneinander zwei Werte eingegeben werden konnen
und die beiden zugehorigen Graphen als Streckenziige angezeigt werden (Abb. 5).

Heutzutage ist zum einen ein anschaulicher Zugang zur Scheitelpunktform moglich, indem eine Parabel
als Graph einer quadratischen Funktion im Zugmodus variiert wird, um dabei die GesetzmaBigkeiten
der Scheitelpunktform entdecken zu konnen (Abb. 6). Wir beschrianken uns hier auf Parabeln mita = 1.
Dazu muss die Objektfixierung der Funktion aufgehoben werden. Dann kann man mit der Maus oder
den Pfeiltasten den Graphen in der Lage verschieben, ohne die Form zu dndern. Hier wird also nicht
vom Funktionsterm ausgegangen, sondern vom Graphen und vom Scheitelpunkt!

Abb. 4: Scheitelpunktform quadratischer Funktionen © GeoGebra, Elschenbroich & Dutkowski
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Damit kann dann in dhnlicher Weise eine Nullstellenformel fiir quadratische Funktionen entdeckt
werden, die der p-q-Formel entspricht (Abb. 7), und zwar in drei Fillen ausgehend von der

Scheitelpunktform. Bei zwei Nullstellen erhélt man dann x; , = x5 & \/—ys .
In der Problemstellung angesprochene Prinzipien:

e Genetisches Prinzip: Hier steht der individuell-genetische Aspekt im Vordergrund. Bei einer
gegebenen Funktion / Parabel samt Scheitelpunkt ist bei graphischer Herangehensweise die
Scheitelpunktform offensichtlich. Die Nullstellenformel ergibt sich dann bei zwei Nullstellen
durch die Erkenntnis, dass diese in Abhdngigkeit von ys symmetrisch zu xg liegen. Bei einer
Nullstelle erkennt man eine binomische Formel. Liegt die Parabel ganz oberhalb der x-Achse,
so gibt es offensichtlich keine Nullstelle.

e Operatives Prinzip: Eine virtuelle Handlungsorientierung ist durch Ziehen am
Funktionsgraphen gegeben, der dadurch Lage und Term &ndert, aber nicht die grundlegende
Gestalt. Dies ist vergleichbar mit dem Umgang einer Schablone. Das Arbeiten mit der
Parabelschablone ist auch als Vorbereitung und Entschleunigung moglich und sinnvoll.

e  Spiralprinzip: Aus der Scheitelpunktform ergibt sich spiralig ein Zugang zur Nullstellenformel
in einer speziellen Form.

o  Dynamische Visualisierung: Die entscheidende Idee ist hier, nicht mit dem Funktionsterm und
der Variation von Parametern zu beginnen, sondern direkt den Graphen zu variieren.

e Systematische Variation: Das freie Ziehen am Graphen von f wird sinnvoll eingeschrénkt,
indem erst nur in y-Richtung variiert werden soll, dann nur in x-Richtung. Erst danach wird
beides kombiniert.

g e

Abb. 5: Nullstellen quadratischer Funktionen © GeoGebra, Elschenbroich & Dutkowski

5 Riickschau und Ausblick

Riickblickend kann man sagen, dass das Buch von Hole seinerzeit eine bessere Wiirdigung verdient
gehabt hétte, insbesondere sein C-E-I-S Modell. In der universitiren Didaktik passte das Buch nicht in
die Zeit, denn die Stoffdidaktik wurde ab den 80-er Jahren geringschétzt und war kaum Thema der
didaktischen Forschung. In der Schule war es wiederum nicht verbreitet, weil es nicht direkt als
Schulbuch konzipiert war. Fiir die schulpraktische Lehrerausbildung in den Fachseminaren an den
Studienseminaren, Lehrerfortbildungen bildete es aber oft die didaktische Grundlage fiir den
Technologieeinsatz im Mathematikunterricht.

Das von Hole bevorzugte digitale Werkzeug Excel hatte sich schulisch damals nicht durchgesetzt, und
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die damalige technische Situation an den Schulen (schwer nutzbare Computerrdume) sowie der Stand
der Software (viele parallele Programme) erschwerten eine unterrichtspraktische Akzeptanz.

Heute erlebt man eine Vereinheitlichung in der zunehmenden Ausstattung der Schulen mit iPads und
WLAN in Verbindung mit umfassenden Modularen Mathematik-Systemen wie GeoGebra oder TI
Nspire. Damit hat sich Situation grundlegend geéndert, was erhoffen ldsst, dass sich im
Mathematikunterricht einiges tun kann und wird, um die mathematische Bildung auf hdchstem
technischem Niveau zu unterstiitzen. Dazu gehort auch, dass die Schulen ein abgestimmtes Konzept
erarbeiten, wie das Lernen mit Medien und (nicht nur digitalen) Werkzeugen organisiert werden sollte
(Kliemann & Dutkowski, 2014).

In diesem Sinn war das Buch von Volker Hole wegweisend und gibt auch heute noch Anregungen, wie
in einer modernen Interpretation und Fortschreibung ein Mathematik-Unterricht durch den Einsatz von
Computern als Werkzeug und Instrument nachhaltiger und wirksamer sein konnte.

Fiir uns ist dabei das im Abschnitt 3 entwickelte dreidimensionale Modell der C-E-I-S Pyramide von
besonderer Bedeutung.
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Saitenpendel

1 Einleitung

Das Saitenpendel — kein offizieller Begriff — besteht aus einer undehnbaren, leichten, mit der Kraft ' gespannten
Saite der Linge ¢, die in der Mitte als Pendelkdrper eine Perle der Masse m tréigt, siehe Abbildung 1 fiir eine
experimentelle Realisierung. Die riicktreibende Wirkung stammt von der Spannkraft.

Mit welcher Frequenz schwingt die Perle?

Abbildung 1: Eine Perle der Masse m ist in der Mitte eines Fl m F,

leichten Fadens der Linge € befestigt. Der Faden wird mit ei- 12
ner Lastmasse M iiber eine Rolle mit einer Kraft F gespannt,

welche dem Lastgewicht Fg = Mg entspricht. Auf die Perle

wirken deshalb die Spannkrifte F = F, = F, = Fg von

links und rechts, wenn die Perle um ein kleines y aus der < reg
Gleichgewichtslage gestossen wird. Die Perle erfihrt dann

eine riicktreibende Kraft F .. Die Bewegungen der Rolle und
der Masse M sind in erster Niherung vernachldssigbar.

2 Theorie

Mit der Ahnlichkeit der Dreiecke in Abbildung 1 folgt:

Fres/2 _ ¥ 4Mg
= = =
F €/2 re% ( ) y g y

. d’y _ 4F ) [4aF  [am
a=m1Fres %d—gz—%y <—>y+w§y=0 = wy = %: {’_mg

Wir erhalten die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung und kénnen die Kreisfrequenz wg able-
sen. (Im Verborgenen wurde eine Nédherung fiir kleine Auslenkungen verwendet. Wo?)

In Abb. 1 bewegt sich die Perle auf und ab. Sie konnte sich auch aus der Zeichenebene heraus und hinein
bewegen. Die Kombination ergibt eine elliptische Bewegung. Sind die Amplituden gleich gross, ergibt sich
eine Kreisbewegung, fiir welche mit Fr.s = mrw? ein wohlbekannter Ansatz zur Verfiigung steht. Es folgt

2
w” = —cosa
19

m

wobei @ der Auslenkwinkel der Schnur von der Nulllinie ist. Fiir kleine Auslenkungen stimmt die Winkelge-
schwindigkeit w mit der Kreisfrequenz wg der ungeddmpften Schwingung iiberein.

Ohne Perle erwartet man die Frequenz f; des Grundtons einer Saite. Das folgende Experiment zeigt Messungen
an einer schwingenden Perle und — zum Vergleich — einer schwingenden Saite.
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3 Experiment

Ich verwendete Kiichengarn und axial durchbohrte Messingzylinder in der Anordnung von Abbildung 1. Die
Bewegung wurde mit einem Samsung Galaxy A53 videographiert (Zeitraffer 240 fps) und mit Tracker' analy-
siert. Die Resultate sind in Abb. 2 und 3 dargestellt.

40 I I T T
35+ <
: , : 30+ 7 -
Abbildung 2: Kreisfrequenz w des Saitenpendels als
Funktion der Spannmasse M. @ 25} * .
Ein Perle der Masse m = 55.1g befindet sich in der Fg >0k ° |
Mitte einer gespannten Schnur der Linge 100 cm und = A
wird in vertikale Schwingungen versetzt. Die Spann- 3 15F -
kraft F = Mg entspicht dem Gewicht der Spannmas-
se. Die gemessenen Kreisfrequenzen (Punkte) sind etwa 10 i
5 % tiefer als die nach der Theorie berechneten (durch- 5 55.1g |
gezogenen Linie).
O 1 1 1 1
0 0.5 1.0 1.5 2.0
M (kg)
600 . . .
Abbildung 3: Kreisfrequenz des Saitenpendels (Pendel-
massen 55.1g, 18.0g, 3.1g) als Funktion der Spann- 500 - 0.568 g/m * i
masse M. Die Messungen sind als Punkte, die Theorie 0.0g
als durchgezogene Linien eingetragen. 400 - |

Zum Vergleich ist die Kreisfreqenz der unbelasteten Sai-
te dargestellt (0.0 g, Theorie siehe unten). Die Schnur,
die als Saite diente, hatte einen Massenbelag von yu =
0.568 g/m und die Lénge 1.00 m.

w (rad/s)
w
8

N
o
o

Frequenz der Saite ohne Zusatzmasse 100
(“0.0g” in Abb. 3)

n |[F _nm |Mg .
fi= 25 A\ EA\NT M(kg)

4 Diskussion

o
o
6]
.—I
o
=
6]
N
o

Die Schwingung einer masselosen Saite mit vielen Pendelkorpern wird oft als Modell fiir eine schwingen-
de, schwere Saite verwendet oder um die Normalschwingungen eines Kristalls zu modellieren. Die Saite mit
nur einem Pendelkorper fiihrt auf die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators. Die Linearisierung
lasst sich besser verstecken als beim mathematischen Pendel. Die Genauigkeit ist vergleichbar mit jener der
Ardometer-Schwingung.

Uhttps://physlets.org/tracker (1. Juni 2024)
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Jean-Marie Urfer
Membre de la CRM, christian.aebi@edu.ge.ch

Cryptologie

L7 CRM

Colloque annuel de la CRM organisé @ Champéry du 10 au 13 septembre 2024

La CRM a organisé son traditionnel cours de forma-
tion continue pour les enseignant-e-s du secondaire II
réunissant quatre conférenciers, une conférenciere et
plus de cinquante participant-e-s a I'Hotel Suisse a
Champéry. Grace a une salle parfaitement équipée,
les conférences se sont déroulées dans d'excellentes
conditions.

Ce cours, riche et varié, proposait des contenus direc-
tement exploitables en classe, ainsi que des présenta-
tions plus avancées pour offrir aux participant-e-s une
meilleure compréhension de certains aspects de la re-
cherche actuelle et de ses applications pratiques.

Pour débuter, Didier Miiller (Lycée cantonal de Por-
rentruy) a présenté les bases de la cryptologie par le
biais de quelques livres ou le décryptement d'un mes-
sage secret joue un role important et a indiqué
quelques pistes pour utiliser en classe son propre
livre'. Il a également expliqué comment des méthodes
métaheuristiques (méthodes stochastiques et itéra-
tives utilisées pour résoudre des problemes doptimi-
sation) telles que le recuit simulé et la recherche sans
tabous pouvaient étre appliquées pour casser un code
sans en connaitre la clé.

Alain Roubaty (HEG-Arc) a ensuite présenté l'art de
la stéganographie, cest-a-dire la dissimulation d’'un
message dans un autre contenu, comme une image.
Dans un deuxiéme cours, il a rappelé les concepts de
clé publique, la notion de « one-way function » et les
problemes permettant la création d'un systeme a clés
publiques, le logarithme discret ou la factorisation des
nombres entiers permettant au final la présentation
du RSA.

Alessio Caminata (Universita di Genova) a exposé les
enjeux actuels de la cryptographie post-quantique.
Les protocoles actuels de clé publique reposant sur le
probleme du logarithme discret et la factorisation des
entiers peuvent étre facilement résolus par un ordina-
teur quantique grace a l'algorithme de Shor. La cryp-
tographie post-quantique vise donc a développer de
nouvelles primitives cryptographiques a partir de
problemes mathématiques que les ordinateurs quan-
tiques ne pourraient résoudre plus rapidement que les
ordinateurs classiques, comme ceux provenant de la
théorie des codes, des réseaux ou des polynomes.

' D. Miiller, Les 9 Couronnes, Ed. Société Jurassienne
d’Emulation

Januar 2025

Un pas de coté a été proposé par Cristina Landolina
(Hohere Fachschule fiir Technik Mittelland) qui a
parlé de la théorie des codes. Apres une introduction
générale sur les codes correcteurs derreurs et sur la
théorie du codage classique, a savoir les codes dotés
de la métrique de Hamming, elle a exposé une géné-
ralisation naturelle de cette théorie : les codes dans la
métrique de rang. Les méthodes utilisées dans la
théorie du codage sont dans la plupart des cas des ap-
plications des concepts de base de l'algebre linéaire.

Pour terminer, Fran¢ois Weissbaum (DDPS) a abor-
dé lalgorithme de signature numérique a clé publique
ECDSA (Elliptic Curve Digital Signature Algorithm).
Apres une présentation succincte des types de
courbes elliptiques permettant de définir un groupe
fini utilisé par ECDSA et la simulation du principe du
protocole avec le logiciel Sagemath, la deuxieme par-
tie sest concentrée sur la faiblesse de ce protocole qui
doit utiliser un nombre aléatoire. Si le générateur ne
fonctionne pas correctement, l'attaquant peut alors
reconstruire la clé privée de la personne qui a signé un
document avec une attaque basée simplement sur
lidentité de Bézout.
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Christian Aebi

College Calvin, christian.aebi@edu.ge.ch

L’irrationalité d’une pyramide réguliére

Le but de cette note est de prouver que toute pyramide réguliere a base carrée doit compter parmi
les mesures de son volume, de laire de ses faces et de la longueur de ses arétes un nombre irrationnel.
Pour y parvenir nous parcourons des résultats classiques d’arithmétique. Le seul prérequis que nous
admettons est le corollaire du lemme d’Euclide (LE) : si un produit de nombres premiers entre eux est
un carré alors chaque facteur est un carré.

Lemme 1. Supposons que a,b,c € N, pgcd(a,b) =1, a est impair et
a?+ b2 =2 (1)

2

Alors il existe m et n de parités différentes et premiers entre eux tels que a = m? —n?, b = 2mn,

c=m?+n2

Démonstration. Si on observe 1’équation ci-dessus modulo 4, on voit que b est pair et donc ¢ est
. . . _ 2 — . P
impair. Puisque pgcd(”Ta, %) = 1, alors par (LE), (%) = CJrT“ - 5% est le produit de deux carrés
premiers entre eux. En posant C”LT“ =m? et % = n?, on obtient la conclusion, puisque ¢ = m? + n?
est impair. O

Lemme 2. Supposons que a,b,c € N, pgcd(a,b) =1, a > b et

a® 4+ b* =262 (2)

Alors il existe m et n de parités différentes et premiers entre eux tels que a = m? + 2mn — n?,

b:’m2—2mn—n2 et ¢ = m?2 + n2.

Démonstration. En observant a nouveau I’équation modulo 4, nous voyons que a, b, ¢ sont tous impairs.
Posons “T’Lb = x et “T_b = y, que nous vérifions facilement étre premiers entre eux et de parités
différentes. En remplagant a par x + ¥y et b par  — y dans () on obtient 22 + y? = ¢2. Ainsi, si x est
impair alors par le Lemme [ll, = m?

donne le résultat souhaité. Dans le cas contraire, a et ¢ restent inchangés et b = 2mn — m? +n?. O

—n2, y=2mnetc= m?2 —|—n2, ce qui, une fois substitué ci-dessus,

Théoréme 1. Si a,b sont premiers entre eux et de parités différentes, alors il n’y a pas de solution
entiere a l’équation
at — vt =2 (3)

Démonstration. Par I'absurde. Considérons la plus petite solution possible pour b. L’équation (E)
modulo 4 implique que a est impair et b est pair. En factorisant (E) et en appliquant (LE), nous
voyons que a® + b? = f2, a® — b? = ¢?, et donc 2a® = f? + g% avec f,g premiers entre eux. Par le
Lemme P, f = m?+2mn—n?et g = ‘mQ — 2mn — n?|, avec m et n premiers entre eux. En substituant
dans 1’égalité 2b*> = f2 — g2 on obtient

b’ = 4mn(m — n)(m +n). (4)
Par (LE) m = u?, n = v? et w? = 4—5’%5, donnant w? = u* — v*, analogue & (H) Mais, (H) implique
b? = 4uv?(u* — v*) > 02, ce qui contredit la minimalité de b. O
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Théoréme 2. Il ne peut exister de pyramide centrée a base carrée dont les longueurs des arétes, les
aires des faces et le volume soient tous des nombres entiers naturels.

Démonstration. Par 'absurde. Soit une pyramide de hauteur h, a base carrée de coté 2b = ¢ € N.
Les arétes des faces latérales mesurent d € N et les hauteurs de ces derniéres issues du sommet de
la pyramide mesurent a, comme illustré ci-dessous. Par hypothese sur 'aire et le volume, ¥ € N,

2
%hENetdoncaEQethGQ‘

Par le théoreme de Pythagore sur CAH on a
(20)% = (2d)?> — % e N. (5)

Or, si le carré d’un nombre rationnel 2a est un entier alors 2a € N. En observant (a) modulo 4, on
déduit que c est pair et donc a € N. Par le méme argument que ci-dessus sur AOH on a

(2h)% = (20)2 = ? €N, (6)

ce qui implique A € N par un argument modulo 4. Ainsi, toutes les grandeurs en lettres latines sur
la figure ci-dessus sont des entiers naturels strictement positifs. Remarquons que si k = pged(a, b)
alors k | d et k | h en observant 1’équation de Pythagore sur CAH et AOH. En divisant toutes
les grandeurs par k on peut donc supposer que pged(a,b) = 1. Remarquons que d et a sont les
hypoténuses des triangles a cotés entiers CAH et AOH respectivement et sont donc impairs, d’ou b
est pair. Finalement, le produit de (p) par(fi), légérement remanié donne une différence carrée de deux
bicarrés a* — b* = (dh)?, parfaitement analogue & (B) et donc contredisant le Théoréme [I|. O

Historique. Le Lemme 1 caractérise les triplets pythagoriciens primitifs, connus certainement de-
puis I’époque babylonienne. Le Lemme 2 est une solution d’un probleme de Fibonacci sur les suites
arithmétiques de carrés. Enfin, le Théoréme 1 est un cas particulier d’une équation célebre de Fermat.

Remerciements. Un grand merci a Fabien Friedli pour ses commentaires tres pertinents, ainsi qu’a
Grant Cairns, qui a réussi a localiser le résultat précédent dans la littérature, [1], page 135, probléme 41.
L’ouvrage contient de nombreux problémes des Olympiades et leurs solutions, mais malheureusement
il n’y a pas de corrigé pour ledit probléme.

Références

[1] D. Djukié¢, V. Jankivié, I. Matié¢, N. Petrovi¢ The IMO Compedium, Springer-Verlag, (2004)
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La risoluzione grafica di equazioni -
Il metodo di Lill

Per risolvere equazioni polinomiali si conoscono solitamente metodi algebrici o numerici relativamente
freddi. Esiste perd un sorprendente metodo geometrico per risolvere equazioni di qualunque grado
detto Metodo di Lill presentato in modo molto elegante da Burkard Polster nel suo canale YouTube
Mathologer (https://www.youtube.com/watch?v=IUC-8P0zXe8). Per capire il meccanismo iniziamo
da un esempio e supponiamo di voler risolvere ’equazione

203 + 322 +4x +  =0.

Partiamo disegnando una spirale rettangolare basando le lunghezze sui coefficienti come segue:

Adesso supponiamo di avere un laser (particolare) posto nell’origine O che rimbalza formando degli
angoli retti ogni volta che incide su di una parete (per provare, utilizzare l'applet https://www.
gedcat.com/misc/1ill_method/):

0.6

II risultato di Lill dice che quando il punto di arrivo del laser coincidera con il punto finale avremo
trovato la soluzione e che questa sard (meno) la pendenza del primo tratto di laser.

= 0.3 e che effettivamente

Possiamo verificare che nel terzo caso la pendenza ¢ %

2-(=0.3)> +3-(—0.3)> +4-(-0.3) + 1 = 0.016

dunque € con ottima approssimazione una soluzione.
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La formalizzazione di percorso e laser

Specifichiamo le definizioni formali del percorso e del comportamento del laser per evitare ambiguita.

Definizione 1. Il polinomio p(z) = agz™ + a12™ ! + - - - + a,, definisce un percorso come segue:

1. Sifissa un punto Py = O una direzione unitaria di partenza e si fissa a; = aq, il primo coefficiente.
2. Si procede di a; unita raggiungendo il punto P;y; poi si ruota in senso antiorario di 90°.

3. Si ripete il punto precedente con il prossimo coefficiente (i — i 4+ 1) finché non sono terminati.
In particolare vale che

e se un coefficiente & negativo, il cammino procede nella direzione opposta;

e se un coefficiente & zero non avviene alcuna traslazione, ma avviene comunque la rotazione.
Raffiguriamo alcune delle possibili situazioni con i relativi cammini:

L3

-2 0

Lo Lo
Py P3 Py | P3
2 L
L1 3 3

19 Pol Py LO() Pol Py

‘ Py Py Py ‘ Py
3+ 222 + 22 + 3 3+ 222 — 22+ 3 3 +222+3 22 +2x 43

Mentre per quanto riguarda il comportamento del laser:

1. II laser e inizialmente una retta passante per Ly = O con un angolo iniziale dato.

2. 11 laser interseca la perpendicolare al segmento L;P;,1 passante per P;i1, formando il punto
L;;1. 11 prossimo laser-retta avra pendenza perpendicolare a quella corrente.

3. Si ripete il passaggio precedente per ¢ — i + 1 finché si & raggiunto 'ultimo punto di riflessione.

Esercizio 1. Fissando 'origine in O e utilizzando il sistema di riferimento canonico esprimi il punto
di arrivo della spirale tramite una serie.

La dimostrazione matematica

Per semplicita invece di lavorare subito con equazioni di grado generale cominciamo come di consueto
dal basso e consideriamo equazioni di grado 1,2 e infine 3.

Januar 2025 Nummer 157 37


https://www.youtube.com/watch?v=IUC-8P0zXe8
https://www.qedcat.com/misc/lill_method/
https://www.qedcat.com/misc/lill_method/

VSMP - SSPMP- SSIMF

Equazioni di primo grado

Per equazioni di primo grado della forma ax + b = 0 spiegare perché si possa puntare direttamente il
laser tra i due punti e leggere la pendenza e immediato:

\

La pendenza & infatti g e naturalmente x = —2 e la soluzione di ax + b = 0.

Equazioni di secondo grado

Per equazioni di secondo grado il discorso diventa pil interessante. Per semplicita consideriamo la
situazione monica della forma 2 4 px 4+ ¢ = 0 e disegniamo il cammino corrispondente.
q q

Vo

Supponiamo ora di puntare il laser cosl che la pendenza sia x. in questo modo il segmento p sara
diviso nella parte = e nella parte p — z. Guardando gli angoli notiamo che i due triangoli sono simili
e di conseguenza vale

x
r__¢ <:>(p—x)3::q<:>$2—p:c—|—q:0.
1 p—=x

A questo punto possiamo riscrivere tutto come
(—2)’ +p-(~2) +q=0

per vedere che —z ¢ la soluzione della nostra equazione originale come volevasi dimostrare.
La risoluzione con riga e compasso
Attualmente per trovare la soluzione dobbiamo andare a tentativi sfruttando per esempio un software

o una squadra. Nel caso dell’equazione quadratica & pero possibile sfruttare la geometria e risolvere
I’equazione tramite riga e compasso.

Dobbiamo infatti trovare il punto sul segmento verticale cosi che I'angolo sia retto, sappiamo pero che
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Teorema 1 (Talete). Dato un segmento tutti i punti sulla circonferenza con il segmento come diametro
insistono su di esso un angolo retto e viceversa.

Per questo possiamo formare il cerchio di Talete con il segmento dal punto di inizio e di fine come
diametro e i punti d’interesezione con il secondo segmento daranno le soluzioni dell’equazione

Osservazione 1 (Cerchio di Carlyle). Questa soluzione ¢ equivalente al cosidetto cerchio di Carlyle, il
quale dice che per risolvere I'equazione z2 — px + ¢ = 0 & sufficiente disegnare il cerchio con i punti
(0,1) e (p,q) come diametro e leggere le soluzioni dell’equazione dalle intersezioni del cerchio con gli
assi.

(p,q)

Il cerchio di Carlyle L’interpretazione con il metodo di Lill

Il discriminante

Considerando la spirale relativa all’equazione 2x? 4+ 2z + 3 = 0 ci si accorge immediatamente che
indipendentemente da come si posiziona la squadra per simulare il laser non ¢ possibile raggiungere il
punto di arrivo. Ne consegue che I’equazione ¢ impossibile da risolvere geometricamente.

Calcolando il discriminante A algebricamente notiamo che effettivamente A = —8 dunque ¢ corretto
dire che ’equazione non ha soluzioni. Come possiamo dunque legare i due aspetti precisamente? Per
rispondere a questa domanda, chiediamoci:

Domanda 1. Considerando il cammino generico di x? + px + ¢ disegnato precedentemente, dove
bisogna puntare il raggio laser sul segmento verticale affinché arrivi il piu a sinistra possibile?

Tramite qualche tentativo si intuisce che il massimo si ottiene quando si punta il laser esattamente a
meta del segmento verticale, ossia quando x = %. In quel caso si ottiene uno spostamento orizzontale

pari a
2

~-n=56-9-4

. N . . . 2 . . \
Di conseguenza ¢ possibile ottenere una soluzione se e solo se ¢ < Z- ossia se 0 < p? — 4q il che &
esattamente il criterio del A nel caso del polinomio quadrico monico.
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Equazioni di grado superiore

In modo analogo al precedente vogliamo dimostrare che 'opposto del rapporto incrementale ¢ una
soluzione anche con un’equazione di terzo grado

a0x3 + a1$2 + asx + a3z =0,

dove la scelta particolare degli indici dei coefficienti € per praticita nelle formule generali che seguiranno.
Per questo utilizziamo i tre triangoli simili che si formano:

a2

b1

as

a

Ryt

ao

Per la similitudine vale che:
b_o b1 by

apg a1 —by as—by

Poniamo ora il rapporto tra i lati x = %Ol cosl che
bo = apx,

e riscriviamo b; utilizzando x e i coefficienti as, as, a1, ag:

b
T = ! :>b1:x'(al—bg):x-(al—aox):—aox2+a1x
a1 — by

e poi bo:

by
az — by

3

=z = by==x-(ag—b1) =z (az — (—apz® + a12)) = apz® — a12° + asz.

Portando by a destra, notiamo che se by = ag allora

ao(—x)?’ + al(—:c)2 + az(—x) + a3z =0,

ossia xg = —Z—g ¢ la soluzione dell’equazione

aox?’ + a1x2 + asx + az = 0.

Osservazione 2. La dimostrazione per laser che fuoriescono dai segmenti come pure per gradi superiori
¢ analoga: come per le espressioni ottenute per il grado 3 si puo dimostrare per induzione che

n

by, = Z(_l)n—i Ca; - xn—i-ﬁ-l‘

=0
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Tra risoluzione iterativa e divisione polinomiale

Consideriamo il polinomio
px) = (x+1)*(x +2) = 2° + 42® + 5z + 2.

Per costruzione sappiamo che potremmo identificare due soluzioni disegnando la spirale corrispondente
e puntando il laser in x = 1 e x = 2 ma c’e di pit: notiamo che se consideriamo il percorso del laser
come nuovo percorso e leggiamo le soluzioni corrispondenti possiamo determinare iterativamente tutte
le soluzioni dell’equazione originale:

<

o =1 T =2 To =1

Questo non € chiaramente un caso: la realtd ¢ che il metodo di Lill non solo permette di trovare
soluzioni ma esegue addirittura la divisione polinomiale. Partendo dai coefficienti per il terzo grado
determinati nel caso precedente, combinando Pitagora e la similitudine otteniamo che se zy ¢ la
pendenza del primo segmento e i ¢; sono le lunghezze dei rispettivi segmenti del percorso del laser vale

co=1/a3 + b3 = /a3 + (apzo)? =4/1+2% ao

by —apx? + a1xo
c1=co :\/14—3:3-(10-0— =/1+2¢ (—apzo+ a1)
0 apxo
by aprd — a1x? + asxo
co=co- — =4/1+23 ap- 0 0 = /14 2% (apzf — a170 + az)
bo apTo

dunque notiamo che il cammino risultante corrisponde a

:

q(z) = \/1+ 22 (a02® + (—aowo + a1)x + (apxd — a1z + az)),

che non & altro che il quoziente di p(x) + (z — o) riscalato di /1 + x3.

Osservazione 3. Per gradi superiori la dimostrazione & analoga: dalle espressioni ottenute per il grado
3 si puo infatti dimostrare per induzione che

n
cn =/1+ a3 Z(—l)"_i cai - xl!
i=0

Ne consegue che:

e possiamo eseguire geometricamente la divisione polinomiale modulo riscalamento;

e siccome si puo eseguire la divisione polinomiale, per Ruffini & quindi possibile trovare iterativa-
mente tutte le soluzioni del polinomio (con molteplicita) utilizzando ogni successivo percorso.

Esercizio 2. Argomenta perché un polinomio divisibile per 2? 4+ 1 genera un percorso chiuso.
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