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Wackelschwingung
Martin Lieberherr, MNG Ramibuhl, lieberhm@mng.ch

1 Einleitung

Was ist eine Schwingung? In einem Schulbuch steht “Eine Schwingung ist eine zeitlich periodische Anderung
physikalischer Grossen”. Diese “Definition™ trifft nicht einmal auf die geddmpfte Schwingung — einen sehr
hdufigen Fall — zu! Statt die Schulklassen mit tiberfliissigen Definitionen einzudecken, wire es wohl besser
gewesen, eine Auswahl an Bewegungen vorzufiihren, die typische Eigenschaften von Schwingungen zeigen.
Auf diese Weise wird vermieden, spezielle Charakteristiken der harmonischen Schwingung filschlich auf alle
Schwingungen zu verallgemeinern. Die folgende Schwingung lisst sich leicht einer Schulklasse demonstrieren
(die Bewegung, nicht die Rechnung): Wird eine leere Weinflasche leicht angestossen, sieche Abbildung 1, so
vollfiihrt sie eine gedampfte Wackelbewegung. Die Frequenz nimmt mit abnehmender Amplitude zu. Da Fla-
schen aber leicht rutschen (Papier unterlegen!) oder in Drehung versetzt werden, habe ich einen “Wackler’ aus

Legosteinen gebaut und dessen Bewegung experimentell untersucht.

Abbildung 1: Links: Eine versehentlich angestossene Flasche wackelt.
Sei ¢(t) der momentane Kippwinkel um die Drehachse D und a der Win-
kel Flaschenboden-Drehachse-Schwerpunkt S. Die Bewegung laufe in

S
!
/ einer vertikalen Ebene ab und sei links/rechts symmetrisch.

ja___-T (1) Oben: Ein ‘Lego-Wackler’ schwingt kontrollierter und kann durch Auf-
D stecken weiterer Bausteine verdndert werden.

2 Theorie

Die Bewegung der Flasche um die momentane, feste Drehachse, siehe Abbildung 1, gehorcht der Differential-
gleichung “Triagheitsmoment J mal Winkelbeschleunigung ¢ ist gleich dem Drehmome& M”, siehe Gleichung
(1). Das Drehmoment ist das Gewicht mg der Flasche multipliziert mit dem Hebelarm DS cos(a + ¢), d.h. mit

dem horizontalen Abstand von D und S, siehe Gleichung (2).
M=Jp (h
—mgDS cos(a + ¢) = J§ (2)

Gleichung (2) ist dquivalent zu jener des mathematischen Pendels. Sie wird in (3) aber anders als iiblich um
den Winkel ¢ = O resp. @ # 0 linearisiert. Die Losung ¢(f) der vereinfachten Bewegungsgleichung (4) fiir eine
Halbschwingung ist ein Cosinus hyperbolicus mit zwei freien Parametern (a und ¢), siehe Gleichung (5).
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Jp ~ —mgDS - (cosa — ¢sina@) 3
J
T2-¢—¢p+b=0 mit °=——— und b= 4)
mgDS sin a tan o
t—
@(t) = b —acosh (—0) )
T

3 Experiment

Ich habe verschiedene Wackler aus Lego oder grosseren Duplo gebaut und die Bewegung videographiert. Die
Filme wurden mit Logger Pro analysiert und so der Winkel ¢(#) extrahiert. Dann habe ich Gleichung (5) mit
ProFit an die Messpunkte angepasst und fiir eine Halbschwingung eine gute Ubereinstimmung erhalten. Die
cosh-Funktion passt besser als ein Cosinus oder eine Parabel.

Um viele Halbschwingungen gemeinsam zu beschreiben, habe ich Gleichung (5) durch die ersten zwei Null-
stellen #; und #, der Bewegung parametrisiert statt durch a und 9 = (¢; + #,)/2, siche Gleichung (6). So lassen
sich die Funktionen fiir die einzelnen Halbschwingungen leicht aneinanderfiigen.

cosh (t/7 — (1 + 1)/ (27))
cosh ((t; — 11)/(27))

1
p=b-|l—-———| mit Ar=t -1 @)
cosh(%)

Aus Gleichung (6) kann die Amplitude ¢ berechnet werden, siehe Gleichung (7). In Analogie zum hiipfenden
Ball habe ich die Amplitude von Halbschwingung zu Halbschwingung um denselben Faktor 6 < 1 abnehmen
lassen: ¢, = ¢ - 1, etc. Aus der neuen Amplitude ldsst sich die Dauer Ar der nidchsten Halbschwingung und
damit die ndchste Nullstelle #3 berechnen, etc. In dieser Weise ldsst sich die ganze Bewegung iiber mehrere
Halbschwingungen mit fiinf Parametern (e, 7, t1, f2, 6) beschreiben, siehe Abbildung 2.

go(t,tl,tz):ib~(l— ) fir #<t<tb (©)

0.2 : : . , .
[ . o« Daten -
0.1 —— Fit

0.0

Winkel in Radiant

-0.2 o ] . ] )
1 2 3 4

Zeit in Sekunden
Abbildung 2: Bewegung ¢(t) eines ‘Lego-Wacklers’ mit Fitfunktion. Die Schwingung wurde mit ei-

nem iPhone gefilmt und mit Logger Pro digitalisiert. Der Fit besteht aus zusammengefiigten cosh-
Funktionen mit total fiinf Fitparametern. Die Wackelfrequenz steigt mit abnehmender Amplitude.

Fiir kleine Amplituden (¢ — 0) ist Af o \/7 , d.h. die momentane Frequenz f = 1/Ar variiert umgekehrt pro-
portional zur Wurzel aus der Amplitude. Die Schwingung ist im doppelten Sinn nicht periodisch.

Details und Referenzen findet man unter: The Physics Teacher 51 (4), 231 (2013) 8. Okt. 2014, Lie.
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Buchbesprechung

Samuel Lang, Kantonsschule Enge Ziirich, las@ken.ch

Philosophie der Physik. Eine Einfiihrung von Norman Sieroka

Im Herbst diesen Jahres erschien in der Reihe ,,Beck Wissen™ eine lesenswerte Einfilhrung in die
,Philosophie der Physik“ von Norman Sieroka. Das schmale Béndchen nimmt sich dem spannenden
Verhiltnis von Philosophie und Physik an — oder besser: es geht den philosophischen Aspekten der Physik
nach und dies in einer erstaunlich klugen Aufteilung in einen historischen sowie einen systematischen Teil.

So wird in einem ersten Schritt der Bogen von den Anféngen physikalischen Erklérens in der Antike, {iber
die Physik der Frithen Neuzeit, bis hin zu aktuellen Entwicklungen der Stringtheorie im 20. Jahrhundert
aufgespannt. Sieroka beschreibt etwa wie bei den Vorsokratikern erstmals eine Art naturwissenschaftlicher
Diskurs entstand, aus dem viele, der auch heute noch wichtigen, physikalischen Erkldrungsstrategien
hervorgegangen sind; wie die Entwicklung der Physik im 16./17. Jahrhundert entscheidende Impulse durch
ihre zunehmende Mathematisierung gewann; und wie schliesslich die moderne Physik geprégt ist durch
einen Verlust der Anschaulichkeit. Sieroka wechselt gekonnt den Blick zwischen Detail und Ganzem und
beschreibt etwa iiber wenige Absitze hinweg akribisch Leibniz' Auseinandersetzung mit der Physik
Descartes, ohne je die grosseren Entwicklungslinien aus den Augen zu verlieren. Nebst einer
wissenschaftshistorischen Perspektive ist fiir Sieroka dabei immer bereits auch die Dynamik der Erklarungs-
und Beschreibungsmerkmale von Interesse. Entsprechend prisentiert sich der zweite Teil des Buches
,Erkenntnistheoretische Motive und ihr Wandel* als logische Fortsetzung des ersten — die aufgedeckten
Motive werden hier vertieft, systematisch dargestellt und diskutiert. Sieroka wihlt dabei geschickt ein
begriffliches Instrumentarium, welches ihm erlaubt, interessante Verbindungslinien zwischen den
historischen Positionen aufzudecken und zugleich die subtilen Unterschiede treffend zu benennen. So finde
etwa das Symmetrieprinzip sowohl bei Platon als auch in der Quantenchromodynamik Anwendung, fungiere
jedoch im ersten Fall als mereologische, im zweiten hingegen als explanatorische Erklarungsstrategie.

Es kann nicht erstaunen, dass der Verfasser selbst von Haus aus promovierter Physiker wie Philosoph ist.
Aufgrund seiner detaillierten Fachkenntnisse vermag er seinen komplexen Gegenstand mit spielerischer
Leichtigkeit darzustellen, in einer miihelosen, fliissigen und doch immer prizisen Sprache.

Eine grosse Qualitit des Buches ist sicherlich, dass es sich um eine allgemeinverstindliche Einfiihrung
handelt, welche nicht exklusiv fiir ein Expertenpublikum verfasst wurde. Sie bietet einen spannenden und
klugen Uberblick sowie viele wertvolle Denkanstdsse zur philosophischen Dimension des Faches Physik,
welche vielleicht allzu oft im Unterrichtsalltag zu kurz kommt.

Norman Sieroka, Philosophie der Physik. Eine Einfiihrung (C.H. Beck Wissen 2803), Beck: Miinchen 2014.
127 S., Fr. 14.90.
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SYPT und IYPT 2015
Samuel Byland, Pro IYPT-CH, samuel.byland@sypt.ch

1 Swiss & International Young Physicists’ Tournament 2015

Bereits zum achten Mal wird in diesem Jahr der Physikwettbewerb Swiss Young Physicists’ Tourna-
ment (kurz SYPT, [1]) in der Art des internationalen Vorbildes (IYPT, [2]) durchgefithrt. Am 27. und
28. Mirz werden an der Universitat Ziirich Teams mit Schiilerinnen und Schiilern von Schweizer
Gymnasien gegeneinander antreten und ihre Losungen zu den 17 Problemstellungen préasentieren und
in wissenschaftlichen Streitgespriachen diskutieren. Daneben soll bei Laborbesichtigungen und gemein-
samen Mahlzeiten auch der nicht-kompetitive Austausch nicht zu kurz kommen.

Lehrpersonen und SchiilerInnen von Schulen, welche nicht aktiv beim Wettbewerb involviert sind,
konnen das SYPT selbstverstédndlich als Géste besuchen. Vor allem beim Finale der drei besten Teams
wiirden wir uns iber ein zahlreiches Publikum freuen. Informationen zum SYPT finden sich auf der
Website (www.sypt.ch).

Aus den besten Teilnehmerinnen und Teilnehmern des SYPT wird das Schweizer Team fiir das Inter-
national Young Physicists’ Tournament (IYPT) ausgewahlt, welches vom 27. Juni bis 4. Juli 2015 in
Nakhonratchasima (Thailand) ausgetragen wird. In den letzten Jahren konnte sich unser Team jeweils
unter den Medaillengewinnern einreihen und schaffte 2013 sogar erstmals den Sprung ins Finale der
besten drei Teams.

2 Maturitatsarbeiten und weitere Wettbewerbe

Die Problemstellungen beim IYPT sind bewusst offen formuliert, damit Schiilerinnen und Schiiler, die
sich damit auseinandersetzen, mit vielen unterschiedliche Aspekten konfrontiert werden. Dies fiihrt
auch dazu, dass beim Wettbewerb héufig neue spannende Fragen aufgeworfen werden, die sehr gut
z.B. im Rahmen einer Maturitidtsarbeit oder als Projekt bei anderen Wettbewerben wie Schweizer
Jugend forscht (|3]) weiterverfolgt werden konnen. In den letzten Jahren sind so diverse hervorragende
Arbeiten entstanden, die sowohl national als auch international ausgezeichnet wurden.

Patrick Meister stellt im folgenden Artikel seine Arbeit iiber Honey Coils vor. Er war 2012 und 2013
Mitglied des erfolgreichen Schweizer Teams beim IYPT und bearbeitete eines der Probleme fiir das
IYPT 2013 im Rahmen seiner Maturitdtsarbeit. Aktuell nimmt er damit am nationalen Wettbewerb
von Schweizer Jugend forscht teil und studiert Physik an der ETH Ziirich.

Links

[1] Swiss Young Physicists’ Tournament (www.sypt.ch), Turnierbroschiire
[2] International Young Physicists’ Tournament (iypt.org), aktuelle Probleme

[3] Schweizer Jugend forscht (sjf.ch)
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Honey Coiling - A Study on the Gravitational Regime of
Liquid Rope Coiling

Patrick Meister, MNG Ramibiihl, patrickmeister@ymail.com

1 Introduction

We report on the coiling motion a falling stream of viscous liquid starts to exhibit after the impact on
a rigid surface. This phenomenon is often observed in everyday life when pouring shampoo onto one’s
palm or dripping honey on a toast. The problem was formulated as a task of the International Young
Physicists’ Tournament 2013 (brief IYPT) as follows:

“A thin, downward flow of viscous liquid, such as honey, often turns itself into circular coils. Study
and explain this phenomenon.”

Experimentally it is easily found that over a broad range of frequencies there appear to be four regimes
of coiling. In literature there has already been a great study on the geometry of the viscous jet [1]
and on all four regimes, wherefore proportionalities for the characteristic coiling frequencies have been
obtained using dimensional analysis [2, 3.

In this article we report our findings on the initial process the stream undergoes in order to start
the coiling motion. Furthermore we present an analytical derivation of the frequency relation of the
gravitational regime and its physical interpretation. Therefore we introduce the idea of bending torque
for viscous liquid jets.

2 Theory

2.1 Regimes of Coiling

A falling stream of viscous liquid that emerges from a nozzle at a fixed height is being accelerated due
to gravity as it falls towards the ground. Shortly after the impact the liquid jet turns itself into a stable
circular motion that results in building up a coil of viscous liquid which eventually either collapses or
gradually flows outwards. In literature the coiling section is named the coil and the falling stream of
fluid above it is called the tail.

It is found that for different release heights there are four distinctively different types of coils that
form, which divide the phenomenon into four regimes of coiling. These regimes are characterised by
the forces which are dominant in the bending process of the liquid beam. Since they mainly depend
on the net acceleration on each segment of the tail right before it is bent into the coil we can discuss
the regimes by looking at the geometry of the tail.

As we know from the continuity equation of liquid flow, if the volume flow rate is kept constant as the
liquid jet is being accelerated and thus increases its velocity, its cross-sectional area has to decrease.
Therefore we can tell by the change in diameter of the tail how high the net acceleration relative to
gravity is. It is relatively easy to imagine, that for rather small release heights the liquid jet undergoes
little acceleration and thus its cross-section does not decrease by a lot since the tail is still moving at
rather low velocities. Therefore viscous forces are dominant in this regime relative to gravitational and
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inertial forces (Fyy >> Fg, Fr). In literature this regime is called the viscous regime. As we increase
the height the beam can accelerate more and becomes thinner. In this regime the filament undergoes
the greatest change in velocity due to gravity. Therefore upon impact it is mainly the gravitational pull
acting on the segment that has to overcome the viscous forces to bend the filament (F ~ Fy >> FJ).
Hence it is called the gravitational regime. Finally, for relatively large release heights the filament
reaches such high velocities that viscous friction forces cancel out the gravitational pull and the net
acceleration goes towards zero. In this regime we mainly look at the momentum of the segment being
bent into the coil and thus inertial forces govern the process (F; =~ Fy ~ Fg). Therefore it is called
the inertial regime. Furthermore, it is found that at the transition between the gravitational and
inertial regime there seems to be an additional regime with chaotic behavior. Thus it is called the
iertia-gravitational regime.

In this article we will mainly focus on the gravitational regime.

2.2 General Relation for Coiling Motion

In order to make a general prediction for the coiling frequency we will first look at the circular motion
of the coil. Generally, the angular frequency of any circular motion is the tangential velocity divided
by the trajectory’s radius as denoted in (1). For this phenomenon we can say that the velocity of the
circular motion is the velocity at which the tail is laid down on the surface, which has to be the same
as just above the coil and can therefore be found using the continuity equation as in (2).

W=7 (1)

Where w is the angular velocity, v the tangential velocity, R the radius of the coil, () the flow rate and
r the radius of the cross-section of the tail. The coiling frequency f is related to the angular velocity
by 27 f = w. By combining (1) and (2) the following general relation for the coiling motion can be

derived.
Q

< 2R (3)

As we will later see in our experimental results this relation holds for any release height and thus for
every regime. However, when investigating the coil’s radius’ dependency on the release height, one
finds it to be very nonlinear. In the viscous regime it increases strongly with height and then over the
gravitational and inertial regimes it decreases asymptotically. In order to make specific predictions for
the coiling frequency of the gravitational regime we have to study the bending process of the filament
in greater detail.

2.3 The Bending Torque

When a solid rod is bent over a certain curvature, a torque has to be applied on both ends. This
bending torque M can be written as

1
M==YI 4
YL @

where R denotes the radius of curvature, Y Young’s modulus or elastic modulus and I is the moment
of inertia of the cross-sectional area of the rod.
In our case the radius of curvature over which the filament is bent is obviously the radius of the coil
itself and the second moment of inertia of the area is the one of a circle of radius r of the tail just
above the coil. .

I=rt (5)
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However, generally fluids do not have Young’s moduli. Nevertheless, when a filament of sufficiently
viscous liquid is deformed by stresses, viscoelastic properties of the fluid have to be considered. The
viscoelasticity Yy of such a liquid is proportional to the shear rate the liquid undergoes and of course
the dynamic viscosity 7.

In the process of bending the filament into the coil the rate of shearing can be described by the change
of velocity over the radial distance by the following relation.

dv )
Ywoonm=nw=ng (6)

If we now put (5) and (6) into the general equation for the bending torque we can derive a relation for
the bending torque of viscous liquids with circular cross-sections.

Tnurt

My o< 4 Th ()

2.4 The Gravitational Regime

In the gravitational regime the force of gravity is dominant in the process of bending. Therefore, in
our theoretical approach we regard the force of gravity, that is acting on the section of the tail that is
bent into the coil, to be the driving force that creates the bending torque.

We can say that the power needed for bending is provided by the gravitational
pull on it. Including power losses due to viscous friction and heating a propor-
tionality between the potential power stored in the segment by gravity Pg and
the power used for bending Pp is formulated.

PG X PB (8)

2nR

The relation in (8) can be represented using the beding torque and the force of
gravity in the following way.

Fo-vx M- -w 9)

Here, v is the velocity the segment travels at and w is the angular velocity of

the coiling motion the tail is bent into. The length of the segment that is bent

has to be the same as the cicumference of the coil, as illustrated in Fig.1. We

can thereby determine its mass and by using the earlier derived relation (7) for

the bending torque of viscous liquids we can obtain the following characteristic —_
relation for the radius R of the coil in the gravitational regime.

1 Figure 1: Schematic
R x <VQ> * (10) of tail above coil.
g

Here v = I is the kinematic viscosity of the liquid. Now we can use this relation for the radius of
the coil to derive the characteristic relation of the coiling frequency fg in the gravitational regime
by inserting it into the general relation for the coiling motion (3). Thereby, we arrive at this final

o (12 "

expression.

vrd

The characteristic coiling frequency of the other regimes can be found analogously by determining
the dependency of the radius of the coil in each regime using the bending torque relation for viscous
liquids.
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3 Experimental Setup

The experiments were conducted using silicone oil of several viscosities, ranging from 5 Pa - s to
100 Pa - s, since it is a newtonian fluid. The liquid was put into an injection upon which weights could
be loaded to vary the flowrate out of the injection as can be seen in Fig.2. The falling height could be
varied by changing the level of the container that was put onto a scale that was used to measure the
flowrate. This was done taking the additional momentum of the tail into account. The phenomenon
was filmed with a high-speed camera at up to 500 fps and then analyzed using the video analysis
software Logger Pro.

Figure 2: Experimental setup

4 Results and Discussion

In Fig.3 the initial process is split up into the main steps. As the beam falls towards the plate it
accelerates (a). When it reaches the surface, it decelerates rapidly, however, due to its relatively high
viscosity the fluid can not flow outwards and thus pressure is built up (b). As more liquid flows down
that cannot flow away a pressure stasis within the beam is built up. Eventually the liquid filament
undergoes self-buckling and bends outwards (c). The stream then falls outwards and the filament is
layed onto the surface (d), until it reaches a point where viscous stresses inside the filament pull it
backwards and it folds in on itself (e). The tail then starts an oscillatory motion and eventually turns
itself into coiling as the circular motion can be regarded to be the optimal distribution of stresses.

Figure 3: Initial process of liquid rope coiling
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With the data obtained from our experiments we could verify our theoretical predictions of the coiling
frequencies.

8 T T T L L 4 T T
——
6 4 3 1
g
— | f:; 2+ 1
3
e = o s ]
B 1 y=0.19x
y=0.11x R2:0.94
R% - 0.95 ) ) ) ‘
o . . . \ . . 0 5 10 15 20
0 10 20 30 40 50 60
g0
i [1Lz] 4 ¢ [H7]
2R vy
Figure 4: General coiling frequency relation. Figure 5: Coiling in gravitational regime.

As we can see in Fig.4 the linear relation that was predicted in (3) for the general coiling motion could
be found experimentally. The errors arise mainly from the video analysis, where for very small scales
the diameter of the tail could not be measured very accurately. Furthermore, the coiling frequency
can be slightly perturbed as well, which is due to geometrical imperfections and the liquid below the
coil flowing away. In Fig.5 the relation in (11) could be verified as well, where the errors arise for the
same reason.

5 Conclusion

We have been able to explain the phenomenon’s initial process that leads to the coiling motion. Fur-
thermore, we have provided a way to derive the characteristic coiling frequency relations, which has so
far only been possible using dimensional analysis.
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Zwei neue Unterrichtseinheiten des MINT-Lernzentrums
zum Orbitalmodell und zur Quantenphysik

Juraj Lipscher, Herbert Rubin & Ralph Schumacher

MINT-Lernzentrum der ETH Zurich

Ab Herbst 2014 bzw. Fruhjahr 2015 werden am MINT-Lernzentrum der ETH Zurich Fort-
bildungen zu zwei neuen aufeinander aufbauenden Unterrichtseinheiten fur den gymnasia-
len Chemie- und Physikunterricht angeboten. Die Unterrichtseinheit ,Das Orbitalmodell
und die moderne Quantentheorie® wurde von Dr. Juraj Lipscher in Zusammenarbeit mit
dem MINT-Team fur den Chemieunterricht entwickelt. Die Unterrichtseinheit zur Quanten-
physik: ,Vom Doppelspalt zum Quantencomputer®, hat Herbert Rubin zusammen mit dem
MINT-Team erstellt. Beide Unterrichtseinheiten sind sehr gut miteinander kombinierbar,
weil in der Einheit zum Orbitalmodell viele Grundlagen vorbereitet werden, auf die in der
Einheit zur Quantenphysik vertiefend Bezug genommen wird. Beide Unterrichtseinheiten
wurden mit der Unterstutzung und in Zusammenarbeit mit dem Nationalen Forschungs-
schwerpunkt QSIT (Quantum Science and Technology) entwickelt, an dem die ETH Zirich
als leitende Institution beteiligt ist.

Das Orbitalmodell und die moderne Quantentheorie

Die Auswahl des ,richtigen” Atommodells fiir den gymnasialen Chemieunterricht ist ein intensiv
diskutiertes Thema. Die einfacher verstindlichen Atommodelle sind oft nicht korrekt und ermdgli-
chen keine ursichliche Erkldarung der nachfolgenden Unterrichtsinhalte wie zum Beispiel der Scha-
lenstruktur der Elektronenhiille. Bei den abstrakteren und komplexeren Modellen befiirchten hinge-
gen viele Chemie-Lehrpersonen, dass sie die kognitiven Moglichkeiten unserer Schiilerinnen und
Schiiler iibersteigen kdnnten — insbesondere, weil es dazu bisher wenig ausgearbeitete Unterrichts-
materialien auf gymnasialer Stufe gibt. Das MINT-Lernzentrum der ETH Ziirich stellt daher ein
erprobtes und auf neuesten Erkenntnissen der Lernforschung beruhendes Angebot vor, welches es
ermoglicht, auf der Grundlage des Orbitalmodells ein giiltiges Atommodell in stufengerechter Wei-
se im Gymnasium zu unterrichten.

Diese Unterrichtseinheit bietet einen nicht mathematischen Zugang zu diesem faszinierenden, aber
auch als abstrakt und anspruchsvoll geltendem Gebiet. Will man den Aufbau der Elektronenhiille,
das Periodensystem der Elemente und nicht zuletzt chemische Bindungen im Grundlagenfach Che-
mie ursichlich erkldren, so muss man dem Orbitalmodell Platz einrfdumen. Sorgféltige didaktische
Bearbeitung, lernwirksame Unterrichtsmethoden, ausgesuchte und teilweise auch neu entwickelte
Experimente machen es der Lehrperson moglich, diesen Lerninhalt stufengerecht und mit Erfolg zu
behandeln.

Die Unterrichtseinheit wird in zwei verschiedenen Versionen angeboten: Eine einfachere Version
fiir das Grundlagenfach Chemie (10. Schuljahr Gymnasium) sowie eine anspruchsvollere und er-
weiterte Version fiir das Schwerpunktfach Chemie / Biologie und fiir das Erganzungsfach Chemie
(12. bis 13. Schuljahr).

Die Grundlagenfachversion umfasst die folgenden Sequenzen: (1) Was ist Licht? Welle-Teilchen-
Dualismus, (2) Schalenstruktur der Elektronenhiille, Bohr’sches Atommodell, (3) Unzulénglichkei-
ten des Bohr’schen Atommodells, Unschirfebeziehung, (4) Elektron als Welle, Welle-Teilchen-
Dualismus, diskretes Verhalten stehender Wellen, (5) Orbitalbegriff, Born’sche Wahrscheinlich-
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keitsinterpretation der Wellengleichung, (6) Besetzung der Orbitale mit Elektronen, Energieprinzip,
Pauli-Prinzip, Hund‘sche Regel, Elektronenkonfiguration der Elemente.

Die Schwerpunktfachversion enthilt zusétzlich die folgenden Sequenzen: (7) Licht und Materie:
Entstehung des Lichts, Flammenfarben, Emissionsspektroskopie, Leuchterscheinungen mit Anwen-
dungen: Fluoreszenz, Phosphoreszenz, Chemilumineszenz und Biolumineszenz, (8) Philosophische
Aussagen der Quantenmechanik: Doppelspaltversuch mit einzelnen Teilchen, Schrédinger’sche
Katze, Natur der Wirklichkeit.

_- unendlich

— n=5§

—
n=4

Brackett
n=3

“"Paschen

Balmer

Die diskreten Elektronenzustinde in Atomen | Damit konnen sowohl die Struktur der
und Molekiilen lassen sich erkldren, wenn man | Elektronenhiille als auch die Eigenschaften
Elektronen als Wellen auffasst. von Atomen ursichlich erklart werden —
wie beispielsweise die Absorption oder
Emission von Licht.
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Vom Doppelspalt zum Quantencomputer

Das Ziel dieser Unterrichtseinheit besteht darin, den Schiilerinnen und Schiilern im Physikunterricht
ausgewdhlte Konzepte der Quantenphysik so zu vermitteln, dass sie in der Lage sind, die Grund-
prinzipien von Quantencomputern bzw. der Quanteninformatik zu verstehen. Im Mittelpunkt der
Unterrichtseinheit stehen neben ausgewihlten Konzepten und Theorien der Quantenphysik auch
Inhalte und Experimente, die im Rahmen von QSIT entwickelt wurden und den Lernenden einen
Einblick in aktuelle Forschungen bieten. Die Unterrichtseinheit besteht aus vier Modulen mit je-
weils drei Lektionen. Die Module befassen sich mit folgenden Inhalten und kdnnen in dieser Rei-
henfolge unterrichtet werden:

Modul 1: Die Eigenschaften des Lichts. In diesem geht es zundchst um
die Frage, wie bereits bekannte Phanomene wie die Reflexion und die
Brechung des Lichtes erkldrt werden konnen. Dazu werden zwei konkur-
rierende Erkldrungsmodelle, die Teilchenvorstellung von Newton und die
Wellentheorie von Huygens diskutiert. Dabei zeigen Beugungs- und In-
terferenzphdnomene sowie der Fotoelektrische Effekt die Problematik der
beiden Erklarungsmodelle des Lichtes auf. Bei der Gestaltung von Auf-
trigen und Arbeitsblittern kommen besonders lernwirksame Unter-
richtsmethoden zum Einsatz, um sicherzustellen, dass anspruchsvolle
Inhalte wie der fotoelektrische Effekt und seine Bedeutung fiir die Theo-
rie des Lichts von den Lernenden wirklich verstanden werden. Dazu wird
dieser Effekt unter anderem mit einer ,,Hau den Lukas“-Analogie veran-
schaulicht (siehe die Abbildung rechts).

N

I T 1T TsTsT sTsTSTSTST s1Ts18)

\i
iy

Das Modul 1 besteht aus drei Lektionen:
(1) Reflexion und Brechung; (2) Interferenzerscheinungen; (3) Fotoelektrischer Effekt.

Modul 2: Die Eigenschaften der Materie. In diesem Modul geht um die Frage, aufgrund von wel-
chen Beobachtungen welche Riickschliisse auf die Struktur der Atome gezogen werden konnen. Die
Unterrichtseinstiege und Arbeitsauftrige sind daher so gestaltet, dass die Lernenden konstruierend
mitvollziehen kdnnen, welche Experimente Aufschluss tiber welche Eigenschaften von Atomen
geben. In Analogie zur klassischen Mechanik wird gezeigt, wie die quantenhafte Energieaufnahme
und -abgabe der Atome durch ein Wellenmodell der Elektronen verstiandlich wird.

Das Modul 2 besteht aus den drei Lektionen:
(4) Atommodelle; (5) Spektrallinien; (6) Die Wellennatur der Materie

Modul 3: Die Eigenschaften von Quantenobjekten. Haben die beiden vorangehenden Module die
Schwierigkeiten beleuchtet, zu denen die klassischen Teilchen- und Wellenvorstellungen bei der
Beschreibung der atomaren Vorgénge fiihren, werden in diesem Modul neue Denkkonzepte vorge-
stellt, welche auch zu neuartigen Eigenschaften der Quantenobjekte fithren, die in unserer Alltagser-
fahrung keine Entsprechungen finden. Dabei wird ersichtlich, wie mit der Einfiihrung der Wellen-
funktion einerseits Paradoxien wie sie z. B. beim Doppelspaltversuch bei der Interferenz mit Ein-
zelphotonen auftreten, beseitigt werden konnen, dafiir aber neue Eigenschaften wie Unbestimmt-
heit, Superposition und Verschrinkung in Kauf genommen werden miissen. Hierbei werden beson-
ders der statistische Charakter der Vorhersagen der Quantentheorie sowie der Messprozess (Deko-
hérenz) und das Messproblem vertieft diskutiert.

Zu den Materialien gehdren ebenfalls Beschreibungen und Filme eines Doppelspalt-
Vorfiihrexperiments von QSIT, das sich besonders gut eignet, um den Quantencharakter des Lichtes
zu zeigen und die punktweise Entstehung des Interferenzmusters zu demonstrieren.
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Das Modul 3 besteht aus den Lektionen:
(7) Unbestimmtheit; (8) Superposition; (9) Verschrinkung

Modul 4: Quanteninformatik. Die Informationseinheit der klassischen Informatik, das Bit, wird
hier zundchst der entsprechenden Einheit der Quanteninformatik, dem Qbit gegeniiber gestellt. Da-
mit ldsst sich bereits eine erste einfache Anwendung eines Quantencomputers, eines echten Zufalls-
generators, veranschaulichen und diskutieren. Mehrere Qbits bilden ein Quantenregister. Analog
zur klassischen Informatik bedient man sich hier zur Beschreibung des Verhaltens von Quantenre-
gistern Schaltkreisen bestehend aus Quantengattern sowie einer formalen Beschreibungssprache,
der Dirac Notation. Besprochen werden grundlegende Operationen auf Qbits wie die Hadamard-
Transformation und das CNOT-Gatter und die damit mogliche Verschrinkung von Qbits. Damit
wird es den Schiilerinnen und Schiilern grundsétzlich bereits moglich, aktuelle Aufsdtze zu lesen
und zu verstehen, was man z. B. unter Quantenteleportation versteht und wie das BB84-Protokoll
der Quantenkryptografie arbeitet. Schliesslich wird auch auf die Realisierungsmoglichkeiten von
Quantencomputern und den Stand der Technik eingegangen. Mit einfachsten Mitteln und einer An-
leitung von QSIT koénnen die Schiilerinnen und Schiiler selbst Graphen herstellen.

Dieses Modul besteht aus den Lektionen:
(10) Vom klassischen Bit zum Qbit; (11) Einfache Schaltkreise; (12) Kryptographie und Teleporta-
tion

Die Module sind so gestaltet, dass die Unterrichtseinheit sowohl als Ganzes als auch in Teilen im
Physikunterricht eingesetzt werden kann.

Weitere Informationen zum MINT-Lernzentrum sowie zu unseren Fortbildungen finden Sie auf
unseren Webseiten:

http://www.educ.ethz.ch/mint

Auf diesen Webseiten finden Sie auch zu jeder Unterrichtseinheit exemplarische Arbeitsauftrige.
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YT 4

Pythagoraische Zahlentripel und Kettenbriiche

René Fehlmann, Gymnasium Neufeld, rene.fehlmann@gymneufeld.ch

1 Einleitung

Bekanntlich schrieb Pierre de Fermat in seine Ausgabe der “Arithmetika” des Diophantos von Alexandria fol-
gende Zeilen als Randbemerkung:

“Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquadratos, et genera-
liter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere.
Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet.”

Das Beispiel illustriert sehr schon, dass zahlentheoretische Problemstellungen oft sehr einfach zu verstehen sind
(sobald die sprachlichen Hiirden iiberwunden wurden). Darunter befinden sich aber oftmals — nicht nur fiir
die Lernenden in der Schule — zu hoch héngende Friichte. Umso mehr lohnt es sich, die Lernenden diejenigen
Friichte ernten zu lassen, die einfach zu erreichen sind. Hier sollen deshalb ein paar Aspekte der diophantischen
Gleichung

2?4yt =27 (1)

besprochen werden, die durchaus Platz in einem gymnasialen Unterricht finden.

2 Pythagoraische Zahlentripel

Losungen der diophantischen Gleichung (1) nennt man pythagordische Zahlentripel. Falls (x,y, z) solch eine
Losung ist, dann 16st auch jedes Vielfache (nx, ny, nz) mit n € IN die Gleichung (1). Es gentigt deshalb diejenigen
Loésungen zu suchen, die keinen gemeinsamen Teiler haben. Solche Lésungen heissen primitive pythagoréische
Zahlentripel.

Bekannt ist die babylonische Tontafel mit dem Namen “Plimpton 322” aus der Zeit zwischen 1800 und 1650 v.u.Z.,
die an der Columbia University in New York aufbewahrt wird.

Abbildung 1: Plimpton 322. Ausgestellt an der Columbia University in New York.
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Auf dieser Tafel findet man mehrere Zahlentripel. Darunter:

56 90 106
119 120 169
12709 13500 18541

Anscheinend stand bereits den Babyloniern eine Methode zur Verfiigung, um Losungen der diophantischen
Gleichung (1) zu finden. Nur ist nicht iiberliefert, wie sie auf diese Losungen kamen.

2.1 Die Methode des Pythagoras

Es wird Pythagoras zugeschrieben, dass er sich Gleichung (1) widmete, indem er aufeinanderfolgende Quadrat-
zahlen untersuchte. Vielleicht tatséchlich mittels folgender figurierter Zahlen:

.1 ol b

1 1+3 4+5 9+7 16 +9

Abbildung 2: Figurierte Darstellung aufeinanderfolgender Quadratzahlen.

Man erkennt eine graphische Darstellung der binomischen Formel (n + 1) = n? + (2n + 1) und der Tatsache,
dass sich zwei aufeinanderfolgende Quadratzahlen um eine ungerade Zahl unterscheiden. Wenn die Differenz
zweier aufeinanderfolgender Quadratzahlen selbst eine Quadratzahl ist, hat man eine Lésung der diophantischen
Gleichung (1) gefunden. Sei also y* = (2k + 1)? eine ungerade Quadratzahl, welche der Differenz der aufeinan-
derfolgenden Quadratzahlen 2 und 22 entspricht. Der Abbildung 2 entnimmt man dann, dass die Hilfte von
y?2 — 1 gerade x ergibt. Das heisst

2 _
_ 7(2’”;) L o)
y = 2k+1 (2)
2k +1)2 —1
z = %H = 2%k(k+1)+1

ist ein pythagoriisches Zahlentripel. Offensichtlich ist solch ein Tripel sogar primitiv (ggT(z, z) = 1). Pythagoras
entdeckte damit, dass es unendlich viele primitive pythagoréische Zahlentripel gibt.

Die ersten pythagoréischen Zahlentripel, die man nach dieser Methode erhélt, sind:

k | r Yy =z
114 3 5
2|12 5 13
3124 7 25

Tabelle 1: Die ersten pythagoréischen Zahlentripel nach Pythagoras.

Die gerade Zahl (also x) jedes Tripels in (2) und z unterscheiden sich um 1. Das Zahlentripel (119,120, 169)
auf der babylonischen Tontafel wird mit der Methode des Pythagoras nicht entdeckt. Es existieren also noch
mehr primitive pythagoriische Zahlentripel als diejenigen in (2). Allerdings sind alle pythagoréischen Tripel mit
z—2x =1in (2) enthalten.

2.2 Alle primitiven pythagoraischen Zahlentripel

Wie man alle pythagordischen Zahlentripel findet, ist bereits bei Euklid im Buch X der Elemente beschrie-
ben (siehe [1]). Eine etwas modernere Formulierung als bei Euklid lautet folgendermassen: Man wihlt zwei
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teilerfremde natiirliche Zahlen m > n, so dass m + n ungerade ist. Dann liefert

r=m?—n?, y=2mn, z=m>+n> (3)
ein primitives pythagoriisches Zahlentripel und alle primitiven Zahlentripel sind (bis auf Vertauschung von x
und y) von dieser Form.

Es gibt algebraische und geometrische Herleitungen von (3). Eine algebraische Herleitung sei hier kurz skizziert:
Aus 2% +y? = 2% folgt y* = 2 — 22 = (2 — 2)(z + x) und damit
Y Z+x

= :t’
Z—x Y

wobei t eine rationale Zahl ist. Eine Umformung liefert

y

g:t(l—z) und 1+£: t
z z z oz
und damit erhalten wir das Gleichungssystem
=+ L=y
z z
_x + tg = 1
z
mit der Losung
r t?2-1 q Y 2t
—_ = un: - = .
z 241 z 241

Mit ¢ = 7 (ggT(m,n) = 1) ist jedes ganzzahlige Vielfache von
r=(m?>-n?), y=2mn, z=m>+n?

ein pythagoriisches Zahlentripel. Wenn wir m = k 4+ 1 und n = k wihlen, erhalten wir alle pythagoréaischen
Zahlentripel aus Abschnitt 2.1.

2.3 Niherungen fiir V2

Wir betrachten folgende speziellen Tripel:

m n | T Y z
2 1 3 4 )
5 2] 21 20 29
12 5| 119 120 169

Tabelle 2: Pythagoraische Zahlentripel mit |z — y| = 1.

Allen diesen Tripeln ist gemeinsam, dass |x — y| = 1 gilt. Diese Beispiele eignen sich gut, um Néaherungen fiir
/2 zu bestimmen. Man erhilt aus diesen Zahlentripeln Folgen von oberen und unteren Schranken von V2

5 5
2 2 2
i < V2 < 3
29 29
kit 2 kit
o < V2 < g
169 169
27 2 27
w0 < V2 < 1

Wie kommt man aber auf die Werte fiir m und n in Tabelle 2, so dass | — y| = 1 gilt?
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Abbildung 3: Pythagoréische Zahlentripel (z,y, z) geordnet nach |z — y|. Es wurde min(x,y) gegen |z — y|
aufgetragen.

3 Pythagoraische Zahlentripel und Pellsche Gleichung

Wir haben im vorherigen Abschnitt Tripel betrachtet, fiir die | — y| = 1 galt. Welche Werte kann nun die
Differenz « — y annehmen? Mit der Darstellung der primitiven pythagoriischen Tripeln wie in (3) erhalten wir:

z—y=m?—n?—2mn=(m-—n)®—2n?.

Eine diophantische Gleichung der Form

w—dv?®=a

mit v/d ¢ IN und @ € IN nennt man eine Pell-artige Gleichung bzw. eine Pellsche Gleichung, falls @ = 1 ist. Es
war Euler, der diese Gleichung wohl félschlicherweise mit John Pell (1611 — 1685) in Verbindung brachte und
als erster alle Losungen dieser Gleichung mit Hilfe der Kettenbruchentwicklung von v/d fand. Die Bedingung,
x —y = 1 fiir pythagoréische Zahlentripel liefert die Pellsche Gleichung

uW?—202=1 mit u=m-n, v=n.
Die Differenz z — y kann nur dann +a mit a € IN ergeben, wenn die Pell-artige Gleichung
u? — 20% = +a (4)

eine Losung hat. In Abbildung 3 ist min(z,y) gegen |z — y| fiir die pythagoriischen Zahlentripel dargestellt.
Man erkennt, dass die Pell-artige Gleichung (4) z.B. keine Losung fiir a = 3 oder a = 5 hat.

Zusammenfassend: Die Suche nach pythagordischen Zahlentripeln (z,y, z), fiir welche z —y = 1 gilt, fiihrt uns
also auf eine Pellsche Gleichung, die mit Hilfe des Kettenbruchs

V2=1+
2+
2+

1

24
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gelost werden kann. Der Fall z — y = —1 ist allerdings gesondert zu behandeln.

Dieses Vorgehen, um systematisch alle pythagordischen Tripel zu finden, fiir welche sich die beiden kleineren
Zahlen nur um 1 unterscheiden, ist fiir den gymnasialen Unterricht kaum geeignet. Wir verfolgen hier deshalb
ein alternatives Vorgehen, das fiir den Unterricht eher geeignet ist: Wenn z = m? — n? und y = 2mn zu einem
pythagoriischen Zahlentripel geh6ren, mit | — y| = 1 dann sind also  und y “fast” gleich und damit ist

m2—n271 m 1
2mn 2\ n n

“fast” gleich 1. Wir untersuchen deshalb die quadratische Gleichung

1 1
B (s - g) =1.
Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind
s120=14+V2.
Hier interessiert uns nur die positive Losung s = 1 + /2. Die Kettenbruchentwicklung dieser Zahl lautet:

1
s=2+

2+
1
2+

2+ .

Es handelt sich hier um einen unendlichen Kettenbruch. Wir verwenden die iibliche Notation fiir einen Ketten-
bruch mit Hilfe von eckigen Klammern:

1
ap + 1 = [ao; a1, a2, a3, . . ]
a1 +
' 1
az + —
as + -
Man nennt die Zahl C; = [ag; a1, . . ., a;] die i-te Konvergente des Kettenbruchs. Fiir unseren obigen Kettenbruch
1 5
von s gilt z.B. Cy = 2, C} :2+§: 5 etc.
Die i-te Konvergente ist eine Néherung des Kettenbruchs, die sich auch als gekiirzter Bruch C; = & dar-

qi
stellen lasst. Mit Hilfe eines Induktionsbeweises kann man zeigen, dass sich diese Zédhler und Nenner rekursiv
folgendermassen berechnen lassen:

Di = Qi Pi—1 +pi—2 bzw. ¢ =a;-q-1+q—2; p-2=0, p.1=1, qa2=1, p_1=0.

Fiir die Lernenden ist es oft hilfreich, Zahler und Nenner der Konvergenten zu berechnen, indem sie folgende
Tabelle nach den obigen Rekursionsregeln ausfiillen:

i [ —2] -1] 0 1 2 3 1 5
a; 2 2 2 2 2 2
il 0| 1 2 5 12 29 | 70 | 169
el 1] 0 1 2 5 12 29 | 70

Fiir unseren unendlichen Kettenbruch von 1+ v/2 erhilt man folgende Rekursionsformel fiir Zahler und Nenner
der Konvergenten:

Pi =2pi—1+pi—2; Po=2,p1 =95
und g; = p;—1 fiir ¢ > 0 und g9 = 1. Bei der Folge 0,1, 2,5, 12,29, ... handelt es sich um die sogenannte Pell-Folge.
Eine Analogie zur Fibonacci-Folge ist offensichtlich. Der Grenzwert zweier aufeinanderfolgender Pell-Zahlen ist

lim 2 = im 2 =142

1—00 PDj_1 i—00 (;
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also wieder die positive Losung unserer quadratischen Gleichung. Diese Zahl ist auch unter dem Namen “silber-
ner Schnitt” bekannt (siche z.B. [4]). Enstprechend kann man auch eine explizite Darstellung der Pell-Zahlen
angeben. Eine schéne Herleitung der Formel von Binet, die fiir den gymnasialen Unterricht durchaus geeignet
ist, habe ich von Peter Gallin gelernt [2]. Diese Methode ldsst sich analog auf die Pell-Zahlen und den silbernen
Schnitt iibertragen und man erhalt

(V) (- Ry
pi = o .

Wir nutzen nun die Eigenschaften der Konvergenten eines Kettenbruchs. Die Konvergenten des Kettenbruchs
einer irrationalen Zahl stellen “beste” Naherungen der Zahl dar und damit sind p; und ¢; die gesuchten Kan-
didaten fiir m und n, um daraus pythagordische Zahlentripel zu berechnen, fiir welche | — y| = 1 gilt. Wir
konnen also unsere Tabelle 2 beliebig fortsetzen:

m n T Y z
2 1 3 4 )

) 2 21 20 29
12 5 119 120 169

29 12 697 696 985
70 29 4059 4060 5741
169 70 | 23661 23660 33461
408 169 | 137903 137904 195025

Tabelle 3: Die ersten pythagorédischen Zahlentripel mit |« — y| = 1 erzeugt mit Hilfe der Pell-Zahlen.

Tatséchlich kommt man auf das gleiche Resultat wie in Tabelle 3, indem man die Pellsche bzw. Pell-artige

Gleichung
2 2
u” —2v° = =+1

16st.

4 \Weitere Resultate

Zuletzt sei noch erwahnt, dass pythagoréische Zahlentripel, obwohl sie seit tausenden von Jahren bekannt sind,
einige Schétze in sich bergen, die erst in jiingster Zeit entdeckt wurden. Eine etwas iiberraschende Beobachtung
stammt von D.N. Lehmer (siche [3] auf Seite 328):

Satz 4.1. Es bezeichne a(n) die Anzahl primitiver pythagordischer Tripel mit ¢ < n. Dann gilt:

lim 2mwa(n)
n—00 n

=1

Es bezeichne B(n) die Anzahl primitiver pythagordischer Tripel mit (a + b+ ¢) < n. Dann gilt:

m?B(n)

im
n—oo nlog2
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Kiigler, P., Windsteiger, W., Algorithmische Methoden, Band 2: Funk-
tionen, Matrizen, Multivariate Polynome. [Mathematik kompakt]|, 160 Seiten,
EUR 18.90, CHF ca 23.-, Birkh#user/Springer, Basel, 2012, ISBN 978-3-7643-
8515-6.

Die Autoren haben 2009 mit Band 1 gezeigt, wie eine Einfiihrungsvorlesung
Mathematik mit algorithmischen Fokus fiir das erste Studiensemester an der
Hochschule aussehen kann. Nun liegt eine Fortsetzung fiir das zweite Semester
vor. Sie umfasst Themen, die sonst unter Analysis, Linearer Algebra oder Alge-
bra angeboten werden. Durchwegs dominiert eine konstruktivistischer Ansatz
mit algorithmischer oder numerischer Ausrichtung und unterstiitzt durch den
Einsatz von wissenschaftlicher Software (z.B. Mathematica® oder Matlab®).
Die Hauptabschnitte behandeln:

reellwertige Funktionen, Gleichungen, Ableitungen, Integrale.

- Matrizen iiber R und Operationen der numerischen linearen Algebra auf
Matrizen

- Multivariate Polynome, speziell den Buchbergeralgorithmus, Gébnerba-
sen und polynomiale Gleichungssysteme.

- Funktionen F' : R® — R™, speziell nichtlineare Gleichungssysteme und
nichtlineare Ausgleichsprobleme

Es folgen einige ausgewéihlte Kommentare, die den Charakter dieses Textes um-
reissen sollen.

Die klassischen Definitionen von Ableitung und Riemann-Integral folgen je auf
1 bis 2 Seiten. Dafiir wird die Darstellung von Funktionen am Computer wichtig
mit black-box-Funktionen oder als termdefinierte Funktionen. Es wird gezeigt,
wie algorithmisches Differenzieren funktioniert, wie numerische Ableitungen ge-
wonnen werden koénnen. Beispiele zum numerischen Integrieren folgen.

Zu nichtlinearen Gleichungen werden numerische Néherungsmethoden bereit-
gestellt und ihre Eigenschaften diskutiert.

Analog ist das Vorgehen in den anderen Kapiteln: Zu Matrizen werden Ope-
rationen bereitgestellt, um Matrizen im Computer effizient darzustellen und
lineare Gleichungssysteme und lineare Ausgleichsprobleme zeitgeméss zu hand-
haben: Matrixfaktorisierungen, LR-Zerlegung, QR-Zerlegung, Verfahren von
Gauss, Seidel, Jacobi, Cholesky mogen als Stichworte geniigen. Wichtig ist, dass
zu jeder Methode eine Fehleranalyse gemacht und ein Algorithmus in Pseudo-
code notiert wird.

Das Kapitel iiber multivariate Polynome und algebraische Gleichungen zeich-
net sich aus durch die Behandlung des Buchbergeralgorithmus zur Herstellung
von Grobnerbasen. Dieser Algorithmus wurde 1965 entwickelt. Er hat sich seit-
her in zahlreichen wichtigen Anwendungen bewéhrt. Darum gehort er nun zum
Riistzeug in der Algorithmik und in vielen praktischen Anwendungen.

Mehrdimensionale Analysis rundet den Kurs ab. Sie beschrinkt sich im we-
sentlichen auf den Begriff der Ableitung von Funktionen F' : R™ — R™. Die
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Stichworte partielle Ableitung, Gradient, Jacobimatrix mogen geniigen. Wie-
der werden Gleichungen und numerische Naherungsverfahren untersucht, nun
fiir Systeme der Art F'(x) = 0.

Die Vektoranalysis mit Vektorfeldern und den Integralsétzen fehlt.

Der Text wird ergéinzt durch gut gewéhlte Ubungsaufgaben, wobei sehr oft mit
einem Mathematik- oder einem Numerikprogramm gearbeitet werden muss.
Der kompakte Schreibstil der Autoren erfordert Aufmerksamkeit und Konzen-
tration. Kurz, wer aus diesem Text den grossten Nutzen ziehen will, muss hart
arbeiten.

Im Literaturverzeichnis wird unter [13] F. Henrici genannt, das ist eine Ver-
wechslung, denn der Autor des Textes heisst F. Tisseur.

Wenn Sie sich mit der Frage befassen, welche Anforderungen in den Anfangsse-
mestern einer Hochschule an die Studierenden gestellt werden und wie sich der
Mathematikunterricht im 21. Jahrhundert weiter entwickeln muss, dann finden
Sie in diesem Text viele niitzliche Wegweiser und Sie werden verstehen, warum
Papier und Bleistift nicht geniigen werden, um den Zugang zur lebendigen und
zeitgendssischen Mathematik und ihren Anwendungen in bloss zwei Semestern
zu erlangen.

H.R. Schneebeli, Wettingen
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Wer hat’s erklart?

- Wie nachhaltiges Lernen geférdert werden kann

Armin P. Barth, Michael Brunisholz & Ralph Schumacher

Kennen Sie das auch aus eigener Erfahrung? Man flhrt gut strukturiert in ein neues Thema ein
und bietet die besten Erklarungen auf, zu denen man fahig ist, und eine Woche spater ist die
Leistung der Schilerinnen und Schiiler so bescheiden, als hatte die letzte Lektion nie stattge-
funden. Gerade kurzlich war ich (A. Barth) Zeuge einer Lektion, in der eine Einfuhrung in die
Exponentialfunktion stattfand. Die Klasse war Uberaus kooperativ und konzentriert, und der
Lehrer erklarte, was unter einer Exponentialfunktion zu verstehen ist, welche Eigenschaften sie
besitzt und wie der Graph aussieht. Er besprach typische Beispiele und leistete sich Uberdies
keinen einzigen mathematischen Fehler. Eine rundum gelungene Lektion, kénnte man sagen.
Als die Jugendlichen in der darauffolgenden Woche gebeten wurden, in einem klaren, pragnan-
ten Satz zu charakterisieren, was es heisst, dass eine Grésse exponentiell von einer anderen
Grdsse abhangt, herrschte langes Schweigen. Dann einige zaghafte Versuche. Ein Schiler
sagte, exponentiell bedeute, dass die Kurve immer steiler und steiler werde. Und auf die Be-

merkung des Lehrers, das treffe auch auf die Funktion f: x> x> zu, entgegnete er, das sei ja
schliesslich auch eine Exponentialfunktion.

Was lief schief? Warum wirkte eine scheinbar gut gemachte Lektion nicht nachhaltig? Guter
Unterricht soll dazu flihren, dass intelligentes Wissen entsteht, das sich auf Neues anwenden
lasst (Stern, 2011). In diesem Artikel wird dargestellt, was der Lehrer versaumt hatte und was
man besser machen kann, um intelligentes Wissen zu erreichen. Dabei greifen wir zurtick auf
einige gut belegte Erkenntnisse der Lehr- und Lernforschung: Es ist wichtig, das Vorwissen zu
erfassen, die Lernenden kognitiv zu aktivieren, Auftrage zur Selbsterklarung und Metakognition
zu geben, geistige Werkzeuge einzusetzen und die Methoden im Hinblick auf optimale Lernfor-
derung zu variieren; in gewissen Fallen verspricht etwa das ,Erfinden mit kontrastierenden Fal-
len“ oder der ,Holistische Vergleich von Modellen® einen besonders guten Lernerfolg.

Vorwissen erfassen

Um Unterricht lernwirksam gestalten zu kénnen, missen Lehrpersonen wissen, an welche
Schiulervorstellungen sich neue Informationen anknipfen lassen und welche Vorstellungen zu
Verstandnisschwierigkeiten fiihren kénnen. Es empfiehlt sich daher, ihr Verstandnis zentraler
Konzepte sowie das Vorliegen méglicher Fehlvorstellungen vor dem Unterricht zu einem gros-
seren Thema anhand spezifischer Vortests zu erfassen. Auf diese Weise lasst sich herausfin-
den, welche anschlussfahigen Schilervorstellungen sich im Unterricht zum Beispiel fir Analo-
gien nutzen lassen. Denn je besser es gelingt, neue Informationen an bestehendes Vorwissen
anzuschliessen, umso grdsser wird der Lernerfolg sein.

Angenommen, Lehrer Meier mochte, dass die Schulerinnen und Schuler als nachstes Grundle-
gendes zum Thema Exponentialfunktionen lernen. Er muss sich also fragen, welches Vorwis-
sen dazu unbedingt vorhanden sein muss und welche Lernhirden und Misskonzepte das Ler-
nen erschweren kdnnten.

Zum Beispiel missen alle Definitionen und Gesetze im Zusammenhang mit Potenzen und Wur-
zeln gut verankert sein. Indem Meier also vor der Behandlung des neuen Themas Fragen wie
etwa Nr. 1.) stellt, erfahrt er, ob dieses Wissen tatsachlich vorhanden ist oder eventuell nachbe-
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handelt werden muss. Natirlich sollten die falschen Antwortoptionen nicht einfach leicht durch-
schaubarer Unsinn sein; vielmehr sollten sie gerade die haufigsten Fehler aufnehmen und da-
mit die Lernenden sozusagen ,in Versuchung fihren®.

Vielleicht méchte Meier die neu behandelten Exponentialfunktionen in Kontrast setzen zu den
bereits behandelten linearen Funktionen. In diesem Fall kann eine Frage wie Nr. 2.) sinnvoll
sein, um zu testen, ob die Lernenden lineares Verhalten wirklich noch erkennen. Weiter plant er

sicherlich, die charakteristische Eigenschaft der Funktion exp, (x) (Jede Erhéhung von x um 1
bewirkt eine Ver-a-fachung des Funktionswertes) zu thematisieren. Wenn dies reibungslos ge-
lingen soll, dirfen die Lernenden aber nicht am Einsetzen des Terms x+1 in die Funktion
scheitern; darum ist eine Frage wie etwa Nr. 3.) sinnvoll.

1.) Statt 10-(%/6)i kénnte man auch schreiben:

a) 10-67”
b) 10-2

?

c) 10-6°

2.)
Die aufeinanderfolgenden Daten dieser Listen wurden in gleichen Zeitabstanden erhoben. Bei
welchen Datenlisten handelt es sich um einen linearen Prozess?

a) 243,81,27,9,3,1, 0.3, ...
b) 3,3,3,3,3 3,3,3,33, ..
c) 5,2, -1, -4, -7, —10, L

3)
Setzt man in der Funktion 7 :x > 0.1-2" den Input x+1 ein, so erhalt man:

a) 0.1-2*"
b) 0.2-2%
c) 0.1-2"+1

Kognitive Aktivierung

Am Beginn des Lernens steht die Einsicht, dass einem die Konzepte fehlen, um bestimmte Zu-
sammenhange erklaren zu kénnen. Um diese Einsicht zu férdern, sollte daher am Anfang jeder
Lektion als kognitiv aktivierender Einstieg eine Fragestellung prasentiert werden, die so gut auf
den Kenntnisstand der Lernenden abgestimmt ist, dass sie dabei bemerken, welches Wissen
ihnen noch fehlt. Damit soll nicht nur ihr Interesse am Unterricht geweckt werden, sondern sie
sollen zudem verstehen, worin der Nutzen der im Unterricht angebotenen Inhalte besteht.

Angenommen, Lehrerin Meier mochte als nachstes in die Integralrechnung und speziell die
Riemann-Summe einfiihren. Sie sollte also eine gute (anregende, herausfordernde) Frage stel-
len, und es sollte den Lernenden deutlich werden, dass ihr bisheriges Wissen nicht ausreicht,
um die Frage befriedigend zu beantworten. Sie kdnnte etwa die Geschichte vom Filmfestival
der langweiligsten Filme aller Zeiten erzahlen (Katz & Starbird, 2013):
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Aktuell l1auft gerade das Festival der langwei- Immer
ligsten Filme aller Zeiten. Jeder der an die-
sem Festival ausgestrahlten Filme dauert
genau eine Stunde und handelt von einer
Autofahrt. Um Kosten zu sparen, hat der
Regisseur nur mit einer einzigen Kamera
gearbeitet, und diese hat wahrend der gan-
zen Fahrt immer nur den Tacho des Fahr-
zeuges gefilmt. Beim ersten Film zeigt der
Zeiger des Tachos die ganze Stunde lang
immer nur auf die Position 14 m/s. Wahrend
der Vorflihrung ist Gahnen und vereinzelt
sogar Schnarchen zu horen.

Abb. 1

Als Mitten im Film die ersten Zuschauer aufstehen und den Saal verlassen, bekommt es der
Veranstalter mit der Angst zu tun, tritt kurz vor die Leinwand und stellt den Zuschauern, um die-
se bei Laune zu halten, eine Frage: Welche Strecke legt das Auto wahrend der Stunde zurlick?
Die Zuschauer werden damit keine Mihe haben, aber immerhin werden sie, wenn auch nur
kurz, zum Nachdenken angeregt. Die wenigen Zuschauer, die zum zweiten Film Uberhaupt er-
scheinen, bekommen Folgendes zu sehen: Zu Beginn des Films steht der Zeiger auf 14 m/s,
dann aber ruckt er immer weiter und zwar immer nach einer Sekunde um 0.01 m/s (Abb. 1).
Vorsorglich stellt der Veranstalter schon zu Beginn dieselbe Frage wie beim ersten Film.

Trotz des Versprechens des Veranstalters,
ab sofort gratis Getranke und Popcorn aus-
zuschenken, erscheinen zum dritten Film nur
noch wenige hartgesottene Fans. Diese be-
kommen Folgendes zu sehen: Der Zeiger
des Tachos vollfihrt eine stetige Aufwarts-
bewegung und zwar gemass der in Abb. 2
angegebenen Funktion. Welche Strecke legt
das Fahrzeug nun in der einen Stunde zu-
rick?

Tacho zeigt auf
1 £
100000

wenn Uhr
t
Sekunden zeigt.

Hier sehen die Lernenden deutlich, dass ihr
bisheriges Wissen zur Ldsung nicht aus- Abb. 2
reicht, dass die Frage aber sinnvoll ist und

offenbar ein neues Konzept ndtig macht.

Erfinden mit kontrastierenden Fallen

Eine weitere Mdglichkeit, die Schilerinnen und Schiiler auf das Lernen vorzubereiten, besteht
darin, als Einstieg mit ihnen zu erarbeiten, worin das Grundproblem besteht, fiir das spater eine
bestimmte Theorie eine Losung prasentiert (Schwartz et al., 2011). Dazu hat es sich bewahrt,
ihnen Falle vorzugeben, die so ausgewahlt sind, dass sie sich zwar in Oberflachenmerkmalen
unterscheiden beziehungsweise im Kontrast zueinander stehen, dass sie aber eine abstrakte
Gemeinsamkeit aufweisen. Diese Gemeinsamkeit sollen die Schilerinnen und Schuler — unter-
stitzt durch Auftrage und Hilfestellungen — herausfinden. Erst nachdem sie selber Vorschlage
formuliert haben, wird ihnen das wissenschaftliche Konzept vorgestellt. Sie kénnen dann ein-
schatzen, wie nah sie mit ihren eigenen Vorschlagen der korrekten Losung gekommen sind.

Dieses Vorgehen wird als ,Erfinden mit kontrastierenden Fallen“ bezeichnet. Die Lernform hat
sich in Vergleichsstudien bei manchen Inhalten gegeniiber dem herkémmlichen Vorgehen —
erst den Lerninhalt darstellen, dann Ubungsaufgaben bearbeiten — als Uberlegen erwiesen.
Denn die Schilerinnen und Schiiler zeigten in anschliessenden Transferaufgaben deutlich bes-

Numéro 127 Janvier 2015



Bulletin

sere Leistungen als die Vergleichsgruppe. Dieser Vorsprung wird damit erklart, dass sie beim
Bearbeiten der kontrastierenden Falle ein tieferes Verstandnis des Grundproblems erlangten
als die Vergleichsgruppe mit herkémmlichem Unterricht.

Angenommen, Lehrer Meier mochte, dass die Schilerinnen und Schiler das Konzept der Stei-
gung einer Geraden erlernen. Anstelle des herkbmmlichen Vorgehens kdnnte er den Jugendli-
chen die Abbildung 3 vorlegen und sie bitten, in folgender Geschichte Alice zu unterstitzen:

Alice hat vor sich eine Anzahl von Gera- y
den. Sie ruft gleich Bob an und mdchte
ihm mitteilen, wie steil diese Geraden 3
sind. Sie mdchte durch Nennen einer
einzigen Zahl und ohne weitere Hinweise
erreichen, dass Bob eine prazise Vorstel- 2
lung von der Steilheit der Geraden ge-
winnt und dann die Geraden selber bis
auf Parallelverschiebung korrekt auf-
zeichnen kann. Kénnen Sie Alice helfen? /‘
Nach welcher Regel konnte sie diese
Masszahl bilden? Und wie miusste sie flr
die abgebildeten Geraden lauten? , 5 H H \/3 ” >

Auftrage zum Erstellen von Selbsterklarungen

Wie lasst sich im Unterricht oder im Anschluss daran das Gelernte vertiefen? Eine Lernform, die
sich in zahlreichen experimentellen Studien als besonders lernwirksam erwiesen hat, besteht
darin, die Lernenden durch Erklarungsauftrdge gezielt dazu anzuleiten, zentrale Lerninhalte
noch einmal zu durchdenken (Berthold et al., 2008; Chi et al., 1994; Schworm & Renkl, 2007).
Die Schilerinnen und Schiuler erhalten den Auftrag, sich zu Uberlegen, wie sie beispielsweise
ein Konzept, einen Zusammenhang oder einen Losungsweg erklaren wirden. Solche Erklarun-
gen, die man fur sich selber konstruiert, werden in der Lehr- und Lernforschung als ,Selbster-
klarungen® (self-explanations) bezeichnet. Da Schilerinnen und Schiler anspruchsvolle Selbst-
erklarungen nur selten spontan konstruieren, missen sie durch geeignete Auftrage regelmassig
dazu aufgefordert werden. Diese Auftrage kénnen sowohl im Unterricht als auch zur Vertiefung
bei den Hausaufgaben eingesetzt werden. Wichtig ist, dass die Auftrage anspruchsvoll sind und
die Lernenden geistig herausfordern. Wenn Schiilerinnen und Schiler Selbsterklarungs-
Auftrage bearbeiten, wird dadurch erstens ihr Verstandnis des Lernstoffs vertieft. Zweitens er-
werben sie, wenn sie regelmassig mit solchen Auftragen konfrontiert werden, die Kompetenz,
sich selber solche Erklarungen abzuverlangen.

Angenommen, Lehrerin Meier hat soeben das Thema Logarithmen behandelt. Bevor sie die
Lernenden mit Anwendungsaufgaben konfrontiert, die ein gutes Verstandnis des Stoffes bereits
voraussetzen, mochte sie sich ein Bild machen davon, wie gut das Verstandnis bei den Lernen-
den tatsachlich ist und von welcher Qualitat die Erklarungen sind, die sie selber leisten kénnen.
Darum stellt sie Selbsterklarungsaufgaben wie etwa die folgenden:

1.) Ohne vorne nachzuschlagen, definieren Sie bitte, was man unter dem Logarithmus
der Zahl ¢ zur Basis A versteht. Welche Bedingungen muissen an diese Zahlen ge-
stellt werden, damit ,es geht*?
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2.) Bob behauptet: , 1n(19) ist gleich ¢*, wobei x gesucht ist.“ Stimmt das?

3.) Bitte formulieren Sie eine gute Erklarung fir das Logarithmusgesetz

logy, (#-v) =logy (#)+log; ()
Insbesondere: Welche Voraussetzungen an die vorkommenden Zahlen missen er-
fullt sein? Und an welcher Stelle spielt welches Potenzgesetz eine entscheidende
Rolle?

Und so weiter...

Holistischer Vergleich von Modellen

Obwohl das Bearbeiten von Selbsterklarungs-Auftragen die Umstrukturierung des Begriffswis-
sens effizient unterstitzt, gibt es eine Lernform, die unter bestimmten Voraussetzungen noch
lernwirksamer sein kann. Geht es namlich um das Verstandnis komplexer Modelle, dann hat es
sich bewahrt, den Lernenden sowohl das korrekte Modell als auch ein teilweise inkorrektes Lai-
enmodell zu prasentieren und sie anzuleiten, alle wichtigen Unterschiede zwischen diesen Mo-
dellen herauszuarbeiten. Auf diese Weise konnte beispielsweise das Verstandnis des mensch-
lichen Blutkreislaufes noch lernwirksamer geférdert werden als mit Selbsterklarungs-Auftragen
(Gadgil et al., 2012). Das Besondere eines solchen Vergleichs liegt darin, dass damit gezielt
Fehlvorstellungen angesprochen sowie die Vorteile des korrekten Modells hervorgehoben wer-
den kénnen.

Angenommen, Lehrer Meier behandelt Extremwertprobleme als Anwendung zur Differential-
rechnung. Er stort sich daran, dass seine Schulerinnen und Schiler den Losungsweg oft Gber-
aus knapp und konfus und dazu noch unvollstandig notieren. Anstatt den Lernenden immer
neue Extremwertprobleme zu prasentieren in der vergeblichen Hoffnung, dass sich das irgend-
wann von selber bessern wird, kénnte er zu der Methode ,Holistischer Vergleich von Modellen®
greifen. Dazu notiert er flr eine konkrete Extremwertaufgabe sowohl den aus seiner Sicht idea-
len Loésungsweg sowie einen Losungsweg, wie Jugendliche ihn typischerweise notieren. Beide
Wege prasentiert er den Lernenden und weist deutlich darauf hin, bei welchem es sich um das
Experten- und bei welchem um ein Laienmodell handelt. Dann bittet er sie, die beiden Modelle
vergleichend zu beurteilen und jeweils Vor- oder Nachteile zu notieren. Typische Fragen kénn-
ten dann also etwa so lauten:

1.) Was lasst sich Uber die Strukturierung der Losungswege sagen?
2.) Wie gut ist jeder der beiden Wege kommentiert? Wie leicht kann man dem Weg folgen?
3.) Welche Bemiihungen um Okonomie sind wo ersichtlich? Und warum ist das vorteilhaft?

4.) Welche Rickschlisse lassen sich ziehen auf das Konzept, das der Autor oder die Autorin
des Lésungsweges im Kopf hat?

5.) Was fur Mittel helfen dem Leser oder der Leserin, sich im Lésungsweg zurechtzufinden?

Und so weiter.

28

Auf diese Weise denken die Lernenden Uber Darstellung, Strukturierung, Okonomie, Argumen-
tationstiefe und so weiter bei Ldsungswegen nach.
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Einsatz geistiger Werkzeuge

Um Wissen anhand abstrakter Kriterien reprasentieren zu kénnen, muss man Uber Darstel-
lungsformen verfiigen, die theoretische Zusammenhange veranschaulichen (Schneider et al.,
2010; Stern et al., 2003). Zu diesen Darstellungsformen, die in der Lehr- und Lernforschung
auch als ,geistige Werkzeuge“ (mental tools) bezeichnet werden, gehéren beispielsweise Dia-
gramme, Formeln, Graphen und schriftliche Symbole. Sie erleichtern das Verstandnis theoreti-
scher Zusammenhange, indem sie die Aufmerksamkeit auf abstrakte Merkmale lenken. Wer
zum Beispiel gelernt hat, quantitative Zusammenhange mittels linearer Graphen darzustellen,
dem wird es leichter fallen, zu erkennen, dass sich bestimmte Zusammenhange in der Biologie,
der Chemie und der Physik mit der gleichen Funktion darstellen lassen, als jemandem, der im
Umgang mit linearen Graphen nicht geubt ist.

Das Verfugen Uber solche Reprasentationswerkzeuge ist deshalb eine wesentliche Vorausset-
zung fir die Konstruktion intelligenten Wissens, das nach abstrakten Kriterien geordnet ist. Da-
her spielen geistige Werkzeuge beim Transfer von Wissen eine zentrale Rolle (Hardy et al.,
2005; Mahler & Stern, 2006). Denn nur, wer erkannt hat, dass zwei Situationen in ihren abstrak-
ten Merkmalen Ubereinstimmen, wird in der Lage sein, Gelerntes auf neue Situationen zu Uber-
tragen. Deshalb spielt der Einsatz von Reprasentationswerkzeugen eine besonders wichtige
Rolle.

Angenommen, Lehrerin Meier mdchte mit ihrer Klasse in die Trigonometrie einsteigen. Sie
weiss, dass die Definition der trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis als geistiges
Werkzeug von zentraler Bedeutung fur die ganze Trigonometrie ist. Darum denkt sie sich Auf-
trage aus, die den Lernenden helfen, sich dieses ,mental tool“ besonders gut einzupragen. Zum
Beispiel:

Hugo besteigt ein Riesenrad mit Radius 1. y
Nun legen wir ein Koordinatensystem in das
Riesenrad, so dass der Mittelpunkt des Krei-
ses im Koordinatenursprung (0,0) liegt. Zu-
dem definieren wir den Winkel zwischen der
Horizontalen (in Richtung der positiven x-
Halbachse) und dem Radius OP als a.

=

Hugo sitzt in der Kabine, wahrend sich das
Riesenrad im Gegenuhrzeigersinn dreht. Der
Winkel a nimmt laufend zu, wodurch sich
auch die Koordinaten von Hugos Kabine
stdndig andern. Das bedeutet, wir kénnen
die Koordinaten x und y als Funktionen des
Winkels auffassen: y:=f(a) und x:=g(a).

Abb. 4

Anschliessend bittet sie die Lernenden, die Graphen dieser Funktionen zu skizzieren, Uber ihre
Eigenschaften nachzudenken und sich zu fragen, fir welche Winkel eine prazise Angabe der
Funktionswerte mit dem aktuellen Vorwissen moglich ist. Spater wird es moéglich sein, fast jede
neu zu erarbeitende Erkenntnis zur Trigonometrie auf dieses urspringliche Riesenrad-Erlebnis
zurtickzuftihren. Als geistiges Werkzeug kénnen es die Schilerinnen und Schiler immer wieder
heranziehen, wenn es darum geht, sich Erklarungen fir elementare trigonometrische Sachver-
halte zurechtzulegen.

Metakognitive Fragen

Erfolgreiches Lernen erfordert die Kontrolle der eigenen Fortschritte. Um gezielt neues Wissen
aufbauen zu konnen, ist es entscheidend, dass man weiss, was man bereits verstanden hat
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und in welchen Bereichen man an seinem Verstandnis noch arbeiten muss. Deshalb ist es
wichtig, dass die Schilerinnen und Schiler lernen, sich selber Fragen zu ihrem eigenen Ver-
standnis zu stellen, wie zum Beispiel:

,Habe ich verstanden, worin der Unterschied zwischen einer Exponential- und einer Potenz-
funktion besteht? Konnte ich diesen Unterschied anderen Personen erklaren?”

Um diese Kompetenz zu vermitteln, missen ihnen regelmassig Auftrage zur Reflexion ihres
Lernstands: so genannte ,metakognitive Fragen“ vorgegeben werden (Mevarech & Fridkin,
2006). Diese Fragen kénnen im Unterricht sowie zur Nachbereitung als Hausaufgaben bearbei-
tet werden und muissen gut auf die Unterrichtsinhalte abgestimmt sein. Metakognitive Fragen
durfen nicht zu leicht sein und missen zentrale Konzepte betreffen, bei denen tatsachlich Ver-
standnisschwierigkeiten auftreten kénnen.

Aufgaben und Angebote des MINT-Lernzentrums

Im MINT-Lernzentrum der ETH Zirich entwickeln Lehr- und Lernforscher gemeinsam mit erfah-
renen Gymnasiallehrpersonen Unterrichtseinheiten zu zentralen Themen der Schulfacher Bio-
logie, Chemie, Mathematik und Physik, um die naturwissenschaftliche Allgemeinbildung zu
verbessern. Die Unterrichtseinheiten zeichnen sich durch den Transfer von der Lehr- und Lern-
forschung in die schulische Praxis aus. Naturwissenschaftliche und mathematische Themen
werden mit Lernformen unterrichtet, die sich in experimentellen Vergleichsstudien als beson-
ders lernwirksam erwiesen haben. Die Themen der Unterrichtseinheiten sind auf zentrale Inhal-
te des mathematisch-naturwissenschaftlichen Curriculums von Schweizer Gymnasien ausge-
richtet. Zu jeder Unterrichtseinheit werden regelmassig jedes Jahr zwei Fortbildungstermine
angeboten. Weitere Informationen finden Sie auf unseren Webseiten:

http://www.educ.ethz.ch/mint/fort
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Autoren: Armin Barth, Michael Brunisholz & Ralph Schumacher

Eine weitere Aufgabe
Peter Gallin

Der Mathematikerkollege Winfried Miiller von der Universitidt Potsdam hat mir folgendes Problem
gestellt:

Zwei halbe Pizzas auf dem rechteckigen Backblech

Peters Fertigpizza hat einen Durchmesser von 35 cm und passt daher nicht aufs Backblech von 31.5 cm
auf 38 cm. “Kein Problem”; sagt Freundin Uta, “halbiere sie doch und ...”. Welchen Tipp Uta hat-
te, wissen wir nicht. Mit welchen Mafen eines Bleches kannst du zwei halbe Pizzas auf dem Blech
unterbringen?

Natiirlich kénnen die obigen realistischen Mafe variiert oder sogar durch Variable ersetzt werden; ge-
fragt ist bei einem Kreisradius r generell nach den méglichen Seitenldngen [ und b des umbeschriebenen
Rechtecks.

Im néchsten Bulletin des VSMP wird ein Lésungsvorschlag publiziert.
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Zwei Neuerscheinungen zum Thema Symmetrie

Die beiden hier besprochenen Texte befassen sich mit demselben Thema: Sym-
metrie. Ein Thema, zwei Standpunkte, zwei verschiedene Ziele in der Wissens-
vermittlung.

Ian Stewart 14dt ein zu einer Besichtigungstour. Eine mathematische
Traumlandschaft wird unter seiner Fiihrung gleichsam im Heissluftbal-
lon iiberflogen und erkundet, ohne dass die Erde je betreten wird. Diese
Reise bietet grandiose Impressionen, Uberblicke, Faktenwissen und Zu-
sammenhénge.

Hans Walser organisiert vergleichsweise eine Schulreise als Wanderung.
Die Klasse erkundet das mathematische Wunderland der Symmetrie so-
weit es die eigenen Krifte zulassen. Er vermittelt auf gymnasialer Stufe
Gelegenheiten, mathematische Erfahrungen mit einem anschaungsnahen
Symmetriebegriff zu sammeln und mathematische Kompetenz zu erwer-
ben und zu vertiefen.

Fiir Lehrkrifte ist es lohnend, sich mit beiden Texten auseinanderzusetzen, denn
beide Autoren sind grosse Konner, die viel zu bieten haben, jeder auf seine Art.

Stewart Ian, Symmetry, A Very Short Introduction, 144 Seiten, GBP 7.99,
Oxford University Press, 2013, ISBN 978-0-19-965198-6.

Oxford University Press bietet einer interessierten Offentlichkeit mit dem For-
mat [ THEMA XY — A Very Short Introduction | anregende Einladungen zur
Beschiftigung mit verschiedensten Themen aus den Wissenschaften. Ian Ste-
wart ist als Mathematiker und iiber die Fachkreise hinaus auch wegen seiner
kommunikativen Sonderbegabung bekannt. Im vorliegenden Text wird er diesem
Ruf gerecht. Er hat die Fahigkeit so zu schreiben, dass ausgebildete Mathema-
tiker die mathematisch wesentlichen Charakteristiken der behandelten Themen
ohne formalen Ballast in grossen Ziigen wiedererkennen, wihrend mathema-
tisch weniger erfahrene Leser sehr geschickt an die Mathematik herangefiihrt
werden in einer Weise, dass sie vieles in Umrissen erahnen und einiges wirklich
einsehen koénnen. Wenn Sie eine Schiilerin entdecken, die vielleicht Mathema-
tik studieren will, schenken Sie ihr dieses Biichlein. Sie wird wohl nicht ganz
alles begreifen, aber sie wird neugierig werden und Stewart wird sie nie vor den
Kopf stossen. Wenn Sie sich selbst {iber Symmetrie aus mathematischer Sicht
informieren wollen, so werden Sie diesen Text geniessen konnen: sprachlich, ma-
thematisch und inhaltlich — und Sie werden feststellen, dass dies kein Text ist
flir immersiven Mathematikunterricht im Gymnasium.

Symmetrie als sinnlich erfahrbares Phinomen ist der Ausgangspunkt. In der
Analyse von Beispielen steuert Stewart zielstrebig auf die algebraische Struk-
tur im Hintergrund hin. Er zeigt, wie die mathematische Struktur von Grup-
pen und Symmetrien sich gegenseitig bedingen. Gruppentheorie hat sich im 19.
Jahrhundert kraftig entwickelt und bei wichtigen Beweisen eine entscheidende
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Rolle gespielt, so in der Theorie der Losbarkeit von Polynomgleichungen mit
Radikalen bei Abel und Galois. Klein hat bemerkt, dass verschiedene Arten
von Geometrien sich durch die Isometriegruppen — allgemeiner die strukturer-
haltenden Selbstabbildungen — charakterisieren lassen. Regulédre Polyeder oder
Kristalle und andere Muster lassen sich mit Gruppentheorie klassifizieren. Wen
wundert es, dass Gruppen auch die Beziehungen unter Elementarteilchen regeln
sollen?

Wer Stewart auf seinem Ausflug von der Symmetrie zur Gruppentheorie und
zuriick folgt, wird Bekanntschaft mit allerlei mathematischen Strukturen ma-
chen: Zahlen, aber auch Matrizen, Matrixgruppen, Spiele, Muster, Musterbil-
dungsprozesse. Nicht immer realisiert die Natur Symmetrien perfekt. Symme-
trien konnen auch gebrochen werden. Wer wiirde in einem Knoten Symmetrien
vermuten? Die Knotengruppe weist auf weniger offensichtliche Symmetrien hin.

Physiker versuchen, den Zoo der Elementarteilchen zu verstehen und zu ord-
nen. Dabei werden erneut Gruppen ins Spiel gebracht. Stewart berichtet iiber
diesen Ansatz versténdlich in grossen Ziigen. Dabei kommt er auf klassische
Liegruppen zu sprechen. Das gerit dann zur Besichtigung aus der Nihe, aber
nicht zum Kontakt mit der Sache an sich.

Zuletzt mutet sich Stewart einen Bericht iiber die Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen zu. Das war vor rund 30 Jahren eine Grosstat, die einer
Gruppe von Spezialisten gelang. Thre Spur in der Fachliteratur umfasst mehr
als 10000 Seiten Beweise. Nur wenige Mathematiker fiihlen sich kompetent,
dariiber zu urteilen. Stewart tut es nicht, er berichtet. Ob die intelligente Le-
serin, der aufgeweckte Leser ihm da auf Seite 133 bis zum Monster und zum
Babymonster folgen werden und was ihnen die Faktorzerlegung der Gruppen-
ordunungen sagt, miissen diese selbst beurteilen.

Der Text schliesst mit Berichten zu neusten Entwicklungen der Gruppentheorie
und der Graphentheorie, Expander, die fiir Informatikanwendungen wesentlich
sind. Vielleicht heisst Stewarts Botschaft hier: Vertraut darauf, dass die ab-
strakteste Theorie immer wieder die Spitzentechnologie befruchtet, selten aber
umgekehrt!

Das Buch ist faszinierend und informativ, aber es ist kein mathematisches Lehr-
buch. Stewart konfrontiert seine Leser implizit mit paddagogisch relevanten Fra-
gen zum Sinn und zu den Grenzen der Popularisierung zeitgendssischer Ma-
thematik und Wissenschaft iiberhaupt. Wer hier mitreden will, muss Biicher
wie dieses lesen, sich vielleicht auch der analogen Frage nach der Vermittlung
zeitgendssischer Kunst stellen. Ich ermuntere Sie: Tun Sie beides! Sie werden
durch dieses kleine Biichlein auf jeden Fall bereichert.

Walser, Hans. Symmetrie in Raum und Zeit. 179 Seiten, EUR 19.50, Edition
am Gutenbergplatz Leipzig EAGLE, 2014, EAGLE 046, ISBN 978-3-937219-
46-2

Dieser Text ist eine komplette Neubearbeitung des Themas Symmetrie, zu dem
Hans Walser schon 1998 bei B. G. Teubner ein bemerkenswertes Lehrbuch
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verdffentlicht hat.

Der frithere Text wurde auf Anregung von Peter Hilton auch in englischer Uber-
setzung von MAA herausgegeben [Symmetry by Hans Walser, translated from
the German by Peter Hilton and Jean Pedersen, published by The Mathemati-
cal Association of America (Spectrum Series), 2001, ISBN 0-88385-532-1].

Hans Walser behandelt Symmetrie von einem Standpunkt, der dem Gymnasi-
um angemessen ist. Daher sucht man ‘Gruppe’ oder ‘Gruppentheorie’ in seinem
Stichwortverzeichnis umsonst. Symmetrie wird als vorerst undefinierter Begriff
in Beispielen beobachtet und abgegrenzt gegen Asymmetrie. Der Mensch muss
sich an der Schonheit nahezu symmetrischer Erscheinungen ldngst vor der Ent-
wicklung der Geometrie erfreut haben. Wahrend Jahrtausenden wurden Gérten,
Gebaude, Stadte, Texte, Choreografien oder Melodien symmetrisch angelegt,
vielleicht weil Symmetrie auch ein 6konomisches Prinzip sein kann, dem es
geniigt, nur einen Teil explizit zu erdenken und den Rest durch Symmetrie
fortzusetzen.

Erst im 18. Jahrhundert begann die Gruppentheorie zu keimen, die im 19.
Jahrhundert den intuitiven Symmetriebegriff zu formalisieren vermochte. Es ist
ein didaktisch weiser Entscheid, diese abstrakte algebraische Formaliserung der
Symmetrie im allgemeinbildenden Gymnasium auszusparen.

Die Kapiteliiberschriften lauten: Symmetrie und Gleichmass — Spieglein, Spieg-
lein — Symmetrisches Vorgehen — Ornamente — Parkette und Gitter — Spiralen
— Regelmaissige Vielecke — Platonische Korper — Periodizitét.

Beispiele und Begriffe, die Walser’s didaktischen Kosmos bevélkern, treten in
verschiedenen Rollen auch in diesem Text auf: Goldener Schnitt, DIN A4, Falt-
modelle und Origami, Schliessungsfiguren, Konstruktionen mit Zirkel und Li-
neal und mehr.

Der Text gewinnt durch die vielen sehr sorgfiltig erzeugten und aussagekrifti-
gen [llustrationen.

Die Rolle als Lehrtext wird unterstrichen durch das didaktische Lehrgespréch,
das sich im Umkreis von Fragen und Antworten virtuell entspinnen kann, wenn
die Leser sich auf die Intention des Autors einlassen. Durch die Fragen und
Antworten wird der Text getaktet, insbesondere, wenn die Leserin sich die Zeit
gonnt, ihren eigenen Weg selbst zu suchen und auch zu gehen. In dieser Anlage
von Fragen und Antworten vermittelt der Lehrer Hans Walser einen Einblick
in seinen Unterrichtsstil und in sein K6énnen.

Beim Thema ‘Symmetrisches Vorgehen’ wird die Konstruktion von Eckenschwer-
punkten, Kantenschwerpunkten, Fldchenschwerpunkten allein mit Zirkel und
Lineal konstruiert. Die Vektorgeometrie wiirde hier eine viel engere Anlehnung
an die physikalische Argumentation erlauben. Allgemein lassen sich Schwer-
punkte mit Vektorgeometrie unabhingig von der Dimension und der Anzahl
der geometrischen Komponenten unmittelbar aus der physikalischen Definition
des Schwerpunktes herleiten. Allerdings nutzt dieser Zugang die ‘Symmetrie der
Daten’ so wirkungsvoll, dass die Methode des ‘symmetrischen Vorgehens’ gar
nie auftaucht.

Ich empfehle dieses bemerkenswerte und schéne Buch von Hans Walser wirm-
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stens und zwar als anregende Lektiire fiir Unterrichtende oder in der Lehreraus-
bildung ebenso wie als Jungbrunnen fiir einen beziehungsreichen Mathematik-
unterricht im Gymnasium, dessen Legitimation und Relevanz durch Sachver-
stand, didaktisches Vorgehen und Wahl der Inhalte autonom gesichert werden.

H.R. Schneebeli, Wettingen

Autorinnen und Autoren gesucht

Der “Katalog Grundkenntnisse” in Mathematik wurde in den letzten zwei Jahren
von einer breit aufgestellten Gruppe uberarbeitet. Im Moment werden die
Vernehmlassungsantworten eingearbeitet. Der aktuelle Stand ist ersichtlich auf

http://math.ch/kanon

Eine wesentliche Neuerung des Katalogs besteht darin, das Thema Differential-
gleichungen und Modellierung im Grundlagenfach zu verankern. Dabei geht es
darum, im Unterricht das Verstandnis fir die Grundkonzepte des Modellierens
mit Differentialgleichungen anhand einfacher Beispiele aus den Anwendungen
zu wecken. An vielen Schulen wird dieses Thema bereits behandelt, in anderen
ist es derzeit dem Schwerpunkts- oder Ergénzungsfach vorbehalten. Um die
breite Einfiihrung des Themas zu erleichtern suchen wir nun Autorinnen und
Autoren mit Unterrichtserfahrung, die entsprechende Unterrichtsmaterialien fiir
das Grundlagenfach verfassen und zu einem schliissigen Konzept verbinden:
Text, Theorie, Beispiele, Illustrationen, Animationen. Die Arbeit kann im Rah-
men des Programms ETH fiir die Schule finanziell unterstiitzt werden. Bei
Interesse melden Sie sich bitte bei norbert.hungerbuehler@math.ethz.ch

Herzliche Griisse,
Meike Akveld, Norbert Hungerbiihler
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Sangaku (ll)
par
Mireille Schumacher
Gymnase d’Yverdon mireille.schumacher@gmail.com

La premiére partie de cet article Sangaku (l) est parue en mai 2014, dans le numéro 125 du Bulletin de la SSPMP p.5-8.

Résumé : Reéaliser un sangaku a partir d'un modéle donné, n’est pas toujours une tache facile.
L'observation de la figure géométrique peinte (Figure 1) permet de déduire les informations
principales concernant I'énoncé du probléme posé. Pour certains sangaku, la résolution de I'énigme
proposée releve de simples calculs, alors que la construction a la régle et au compas est d’'un tout
autre ordre de difficultés. La réciproque est aussi vraie. Les exemples présentés ci-dessous illustrent
ce propos.

Figure 1.-Galerie de sangaku.

DES PROBLEMES EPURES

Résolution de I'énigme du sangaku Origami

Le sangaku Origami (Figure 2) accompagné de seize autres problemes
ainsi que du nom de l'auteur, Akama Ch{ est peint sur une tablette
datée de 1813, toujours exposée dans un temple Mangan-ji de la
préfecture de Fukushima. L’énigme du sangaku Origami invite a
prouver le résultat suivant :

« Prendre une feuille de papier carrée. La plier de maniére a amener
un des coins sur le c6té opposé. La mesure du rayon du cercle inscrit
dans le triangle supérieur est égale a la mesure d’'un des cétés du
triangle en débord de la feuille ».

Figure 2.-Sangaku Origami.

i) Lemme préparatoire : Dans un triangle rectangle, le diamétre du cercle inscrit vaut la somme des
longueurs des cathétes diminuée de la longueur de I'’hypoténuse.

Démonstration (Figure 3)

Soit 7 le rayon du cercle inscrit
dans un  triangle rectangle
d’hypoténuse ¢ et de cathetes

aeth avec O<a<b<c.lls’en b

, a
suit que 0<r<§.

r
| ,

Figure 3.-Lemme Sangaku Origami.
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La mesure de I'aire ombrée du dessin de gauche (Figure 3) vaut :
o=r’+2- %r(a—r)+%r(b—r)) = a=r2+r(a—r)+r(b—r) = a=r(a+b—r)

En déplacant les triangles ombrés de ce premier dessin, on obtient une aire ombrée d’égale mesure a
la précédente, les deux aires blanches restant égales (dessin de droite Figure 3) :

r(a+b-r)=(a-r)(b-r) < 21" =2(a+b)r+ab=0

(a+b):\/(a+b)2 -2-ab _ (a+b)xa’ +b’ |

2 2

Les solutions de cette équation sont 7 =

(a+b)+Va’* +b
2

laquelle on substitue a® + b par ¢*, donne 2r = (a +b)—\/a2 +b = (a +b)—c ce qui démontre
le lemme.

a
La solution r = est a rejeter, car plus grande que E L’'autre solution dans

i) Démontrons que : la mesure du rayon du cercle inscrit dans le triangle supérieur du sangaku
Origami est égale a la mesure d'un des cbtés du triangle en débord de la feuille carrée pliée.

Soit ABCD un carré de coté 1 (Figure 4). Plier ce carré
de maniére a ce que le sommet A4 se situe sur le coté
BC . Notons X et [ les images respectives des points 4
et D lors de ce pliage ; K est le point d'intersection du
segment X/ avec le coté CD du carré, U est le point du
pli du segment AB.

Notons k = BX la distance de B a X, avec k=1 et
B=X,x=CK et y=AU.

Il s’agit de démontrer que r = KI .

A ¥ u B

Figure 4.-Le rayon du cercle r = KI.

k
=)
-k 1-y

Le théoréme de Pythagore s’applique au triangle UBX : k* + (1 —y)2 =y’ ()

Par similitude des triangles rectangles XCK et UBX , on établit la relation :

Résoudre le systéeme de deux équations a deux inconnues (1) et (2) :

X k
>k x __k -k 1+ K
1- l-y = -k 1-y = ) 2 =
K +(1-y) =y k*+1-2y=0 y=1+k2
2
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X k
- _ _ 2
< 27 - 1-k 1-k - 1+k pour k=1
e 1+ K 1+ K
y=—3 YT Y

En appliquant le théoréme de Pythagore au triangle XCK , on obtient :
2

XK2=(1—/’C)2+)C2 = XK2=(1—k)2+(%) par ce qui précéde <
+

P 2
P ([ XK2=[(1_k2)] 4K
(1+k) (1+k)
XK2=1_2k2+k4+4k2 P XK2=M P XK2=M
(1+k)’ (1+k) (1+k)
1+k* 1+k> k-k°
Dou XK = . Puisque K/ =1- XK ,alors K] =1- = (3)
1+k 1+k 1+k

En appliquant le lemme démontré ci-dessus, le diamétre 27 du cercle inscrit dans le triangle XCK
2k 1+k> 2k-2k k-k’
— @ —

- = r= (4)
I+k 1+k 1+k 1+k
Les formules (3) et (4) étant identiques, on en déduit que » = KI CQFD

est égal a 2r=(1—k)+x—)0{=(1—k)+

Résolution du sangaku Les trois cercles

S
r
S Y L
d r
A B
cercle C" cercle C  cercle C'
Figure 5.- Sangaku Les trois cercles Figure 6.- Lemme Sangaku Les trois cercles

Le plus célebre des sangaku, Les trois cercles (Figure 5), est peint sur une tablette datée de 1824
exposée au Japon dans la préfecture de Gunma. L’énigme consiste a établir un lien entre les rayons
de trois cercles tangents entre eux extérieurement, ainsi qu’a une droite.

i) Lemme préparatoire (Figure 6)
Soit C et C' deux cercles tangents extérieurement, de rayon respectif 7 et r'. La distance entre les

points de contact d’une tangente commune a ces cercles est égale a 2+/7-r"'.
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Démonstration : Soit C le cercle de centre S et de rayon r ; C' le cercle de centre S' et de rayon
r'; y la distance entre les points de contact 4 et B d'une tangente commune d a ces cercles ;

L la projection orthogonale du point S sur le segment BS'".

Par le théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle SLS', on a: y2 +(r—r')2 = (r + r')z

2 2
< YV 4rr=2rr'+rt=r 1 2rr'+r? o Y =drr' < y=2Jr-r'.

ii) On considere C, C'et C" trois cercles de rayon respectif », r' et r", tangents entre eux

extérieurement, ainsi qu'a une droite d (Figure 6).

En appliquant le lemme aux cercles C' et C", C et C', C et C", on obtient la relation :

2\/r'-r"=2\/r-r'+2\/r-r" qui, lorsqu’'on divise chacun de ses membres par 2\/r-7r"7r"
1 1

1
NN

démontre que les rayons de ces trois cercles sont liés par la relation

Construction du sangaku Les trois cercles

A lui seul, ce sujet mériterait qu’on lui consacre un riche article. Aborder la construction a la régle et
au compas de ce sangaku n’est pas sans rappeler les dix probléemes d’Apollonius de Perge (262 —
190 av. J.-C.) géomeétre et astronome grec. Le Traité des contacts, ouvrage perdu d’Apollonius, se
proposait de déterminer des cercles astreints a trois conditions prises parmi celles qui consistent a
passer par un point donné, ou a étre tangent a une droite ou a un cercle donné, ce qui correspond a
dix problemes désignés par les symboles PPP, DDD, PPD (Figure 7), PPC, PDD, PCC, PDC, DDC,
DCC et CCC en représentant un point par P, une droite par D et un cercle par C. Le probléme CCC,
des trois cercles, a été présenté par Pappus (IV°™ siécle aprés J.-C.) comme étant le dixiéme et le

plus difficile. C’est un des grands problémes de I'Antiquité grecque. Dans I’Apollonius Gallus, Frangois
Viete (1540 — 1603) va résoudre les dix problémes de contact.

/

Figure 7.-Construction d’un cercle astreint aux trois conditions : tangent & une droite d , passant par
deux points 4 et B.
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CHERCHER ET APPROFONDIR

Figure 5.- Sangaku Les trois cercles Figure 8.- © R. W. Brooks « circle packings »

La juxtaposition des figures 5 et 8 laisse penser que ces deux compositions géométriques datent de la
méme époque. La figure 8 est extraite des travaux d’empilement de cercles ou circle packings du
mathématicien Robert W. Brooks (Washington 1952 — Montréal 2002). Le célebre « Brook’s circle
packing parameter theorem » joue un réle important dans les travaux contemporains de recherche
pour I'approche de I'uniformisation des surfaces de Riemann. Dans un article en hommage a Robert
Brooks, le professeur Peter Buser donne une nouvelle preuve de ce théoréme et présente cet élégant
empilement de cercles (Figure 8) (BUSER P., 2005).

CONCLUSION

Proposer des sangaku a ses éléves c'est :

- Disposer d’un support pédagogique stimulant pour explorer de belles mathématiques

- Observer. Conjecturer, analyser, chercher, comprendre

- Entrer dans une autre géométrie du triangle dans laquelle un triangle est avant tout un

polygone plein, avec pour objets fondamentaux son aire, son périmetre et son cercle inscrit

- Mettre en évidence le cheminement vers une démonstration

- Utiliser des transformations géométriques : homothéties, inversion

- Aborder des problémes historiques
Le livre « Sangaku. Le mystére des énigmes géométriques japonaises » de Géry Huvent (HUVENT
G., 2008) qui m’a permis de découvrir les sangaku est une source d’applications géométriques que je
vous recommande vivement.
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Les origines de notre enseignement de la géométrie analytique

Jean-Daniel Voelke, Gymnase Auguste Piccard, Lausanne

2éme

partie’
Le traité de Lacroix

Le texte de Monge est concis et traite essentiellement de géométrie analytique dans 1’espace.
Il appartiendra a ses éleves de diffuser sa méthode et de développer dans le méme esprit la
géométrie analytique plane en commencant par les figures les plus simples: la droite et le
cercle. Sylvestre Lacroix est le premier a effectuer ce travail dans son Traité élémentaire de
trigonométrie rectiligne et sphérique et d’application de l’algebre a la géométrie [Lacroix,
1798)*. Les deux premiers chapitres sont consacrés a la trigonométrie; 1’application de
I’algebre a la géométrie fait I’objet du troisiéme chapitre. Ce dernier est loin d’étre homogene.
Lacroix mélange en effet des probléemes issus de la tradition cartésienne comme la
construction des solutions d’une équation du 2° degré avec des problémes et des techniques de
résolution dus a Lagrange et Monge. Il serait vain de vouloir présenter de maniere exhaustive
le contenu des 140 pages de ce chapitre et je me concentrerai sur les aspects les plus en
rapport avec I’enseignement gymnasial actuel.

Lacroix commence par quelques considérations générales sur I’application de ’algebre a la
géométrie. Il insiste sur le mouvement de va-et-vient entre 1’algebre et la géométrie qui
caractérise cette discipline: elle consiste d’une part a rechercher les «propriétés de 1’étendue»
au moyen des procédés algébriques et d’autre part a représenter une «expression algébrique
quelconque» par ces propriétés. Lacroix montre ensuite que c’est l’introduction de
coordonnées qui permet de caractériser une courbe par une équation algébrique. Il donne deux
exemples: les points d’une droite passant par 1’origine satisfont a une équation de la forme
y=ax et les points d’un cercle centré a 1’origine a une équation de la forme x> +y’> =r>.1l
est donc possible d’exprimer analytiquement les propriétés d’une courbe par une équation.
Mais on peut procéder inversement:

« Réciproquement, une équation quelconque, considérée en elle-méme, donne aussi naissance
a une courbe dont elle fait connaitre les propriétés. Ce dernier point de vue étant le plus
général, et le plus fécond, c’est désormais de la considération des équations que nous
déduirons les lignes.» [Lacroix, 1798, 74]

' La premiére partie de cet article a été publiée dans le précédent numéro du Bulletin. L'intégralité de l'article est
disponible a 1'adresse www.sspmp.ch/crm/article.

Z Cet ouvrage a connu de nombreuses rééditions durant la premiére partie du 19° siécle. Lacroix avait auparavant
publié son Traité du calcul différentiel et du calcul intégral [Lacroix, 1797], ouvrage également réguliérement
réédité et dont quelques pages sont déja consacrées a I’équation de la droite dans le plan. C’est dans la préface de
cet ouvrage qu’on rencontre probablement pour la premiere fois 1’appellation «géométrie analytique». Lacroix
écrit en effet: « En écartant avec soin toutes les constructions géométriques, j’ai voulu faire sentir au Lecteur
qu’il existait une maniere d’envisager la Géométrie, qu'on pourrait appeler Géométrie analytique, et qui
consisterait a déduire les propriétés de 1’étendue du plus petit nombre possible de principes, et par des méthodes
purement analytiques, [...].» [Lacroix, 1797, xxv] C’est le point de vue déja défendu par Lagrange dans son
mémoire sur les pyramides triangulaires.
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C’est le point de vue développé par Fermat au début de son mémoire. Lacroix 1’applique
immédiatement a I’équation la plus simple, y=ax+b, et démontre qu’elle représente une

droite. Il calcule les coordonnées des points d’intersection de la droite avec les axes de
coordonnées et discute du signe des coordonnées x et y suivant la position du point sur la

droite. Il explique pourquoi les abscisses et les ordonnées négatives doivent étre prises du coté
opposé par rapport aux abscisses et ordonnées positives. L’attention accordée a la question
des signes montre que celle-ci était peut-€tre encore problématique pour certains lecteurs.
Remarquons a ce propos que Lacroix conserve 1’habitude ancienne de noter —x une abscisse
négative.

Lacroix donne ensuite 1’équation d’une droite passant par deux points ainsi que la formule de
la distance de deux points dans le plan. Il donne aussi le critére de perpendicularité de deux
droites déja énoncé par Monge. Reprenant la méthode de ce dernier, il établit la formule de la
distance d’un point P a une droite d en calculant la distance de P a sa projection P' sur d .
Il ne se préoccupe pas du signe de ’expression obtenue’. Cette formule lui permet de calculer
I’angle de deux droites. Sa méthode est semblable a celle utilisée par Monge pour calculer
I’angle de deux plans. Lacroix considere des paralleles aux deux droites passant par 1’origine
A . Les équations de ces droites sont y=ax et y=a'x . Soit M '(c; f) un point sur la seconde

p-aa
\/1+a2

M sur la premiére droite et r la longueur AM'. On a &’ + B’ =r" et B=a'a . Lacroix en

droite. La distance de ce point a la premicre droite est . Soient M la projection de

1+aa'

déduit Tégalité sin(MAM)=—2"9_  d’ob cos(MAM")= et enfin
\/1+az\/l+a'2 \/1+az\/1+a‘2
tan(MAM ") = la —a' . Au terme de ces calculs, Lacroix remarque que la dermiere égalité
+aa

tan(a) — tan(f)
1+ tan(a)tan(f)

début du manuel, dans le chapitre consacré a la trigonométrie. Il écrit a ce propos:

aurait pu étre déduite immédiatement de la formule tan(a - f) = établie au

« Mais cette formule repose sur celles du n° 11, que nous avons obtenues par le moyen d'une
construction, et nous nous sommes proposés de tirer des seules équations des lignes tout ce
qui est nécessaire pour l'application de 1'algebre a la géométrie.» [Lacroix, 1798, 81]

Les formules auxquelles Lacroix fait allusion sont celles donnant le sinus et le cosinus d'une
somme ou d'une différence de deux angles. Afin d'établir celles-ci, Lacroix doit effectivement
introduire des triangles rectangles et, par conséquent, tracer des droites et construire des
perpendiculaires. Cette démarche n'est, selon lui, pas compatible avec l'idéal de pureté
analytique revendiqué en particulier dans la préface de son Traité du calcul différentiel et
intégral (cf. note 2).

Apres avoir exposé ces différents résultats, Lacroix passe a des exemples. Voici le premier:

« Deux lignes droites, AE et DE , étant données par les angles qu’elles font avec une
troisieme AB, et par la partie AD qu’elles interceptent sur cette troisiéme, trouver sur une

? Lagrange et Monge ne se préoccupaient pas non plus du signe en calculant la distance d’un point 4 un plan.
Cette question est discutée plus loin lorsque Lacroix calcule le rayon du cercle inscrit a un triangle.
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ligne AC, perpendiculaire a AB, un point G , par lequel, menant une droite GK , parallele a
AB , la partie HK , comprise entre AE et DE , soit d’une grandeur donnée.» [Lacroix, 1798,
84-85]

e e

La droite AB est I’axe des abscisses et A est I’origine. Lacroix note « la longueur AD, a la
tangente de I’angle EAD, a' la tangente de I’angle EDA et ¢t la longueur AG . Les équations
des droites AE et DE sont y=ax et y=-a'(x—a). Comme les points H et K ont une

(L 2 N , . . Lt . aa'-t
ordonnée égale a r, I’abscisse de H est égale a — et celle de K a . Comme la

a a'

longueur HK doit étre égale a une longueur m donnée,on a ¢ = M .
a+a

L’intérét de ce probleéme ne réside pas dans son énoncé mais dans la maniere dont il est
résolu. Le raisonnement n’est pas fondé sur la considération de triangles semblables mais est
entierement analytique. Lacroix écrit les équations des différentes droites et calcule les
coordonnées des points d’intersection comme nous le faisons aujourd’hui. Il ne lui suffit
cependant pas d’obtenir la valeur numérique de ¢ . Il doit encore, conformément a la tradition
cartésienne, construire la ligne AG a partir des lignes AE , DE , AD et HK . Apres avoir
donné la solution, Lacroix propose encore une autre résolution du probléme, fondée sur la
considération de triangles semblables. En dépit de ce qu’il a affirmé précédemment, Lacroix
ne parait pas enticrement satisfait par la méthode purement analytique. A c6té de la nouvelle
méthode, il se sent obligé de donner également 1’ancienne.

Lacroix entreprend ensuite d’appliquer les formules trouvées pour la ligne droite a la
recherche des principales propriétés des triangles. Il s’inspire de prés des méthodes utilisées
par Lagrange dans son mémoire sur les pyramides triangulaires. Lacroix considere un triangle

AMM'' dont le sommet A est ’origine. Les deux autres points sont M(a; ) et M'(a';(").

B B

Les équations des droites AM et AM' sont donc y==—x et y=-—x. En utilisant la formule
a a

2 12 n2
. . . , c +c —-c¢C N
du cosinus de I’angle de deux droites, il démontre que cos(MAM ') = T ouc,c'et
cc
¢" sont les longueurs des co6tés du triangle. En calculant la distance de A a la droite MM ', il
ap'-a'p
2

obtient la valeur de I’aire du triangle AMM ': . On reconnait dans cette expression

un déterminant’. Lacroix calcule ensuite comme Lagrange les coordonnées du centre ainsi que
le rayon du cercle circonscrit au triangle. Sa méthode repose uniquement sur la formule de la
distance de deux points. Il calcule aussi le rayon du cercle inscrit.

* Lacroix ne se préoccupe a nouveau pas du signe.
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Examinons pour terminer comment Lacroix détermine les points d’intersection d’une droite et
d’un cercle. C’est la partie la plus originale de son exposé. Il démontre d’abord que les
coordonnées d’un point P quelconque de la droite d d'équation y- 8 =a(x-a) peuvent étre
Z az

——— . y=B+
w/1+a2 1+a°

le point E(a;B) de la droite’. Lacroix donne donc des équations paramétriques de d . Si I’on

mises sous la forme x=o+ ou z est la distance entre le point P et

veut trouver les points d’intersection M et M' de la droite d avec le cercle x* +y* =r", il

( . . 2(a+ Pa . .
faut résoudre 1’équation z° +(—/3)z+oc2 + > —r>=0.Comme le produit des racines est

\/1+a2

constant, le produit des segments EM et EM' ne dépend pas de la droite d passant par E;
c’est le théoreme du produit constant. Lacroix suppose que le point E est sur 1’axe des

2P (+d)-d*a

\/1+a2

. Lacroix obtient ainsi la tangente trigonométrique

abscisses. On adonc f=0 et MM'=EM'-EM =

.S1 MM'=0, la droite

est tangente en un point N et a = %

Jo 7
de I’angle entre la tangente EN au cercle issue de E et 1’axe des abscisses. Il a donc résolu
algébriquement le probléme suivant: mener par un point pris hors d’un cercle une tangente a
ce cercle. Il montre ensuite comment déterminer une tangente en un point N(c; ) du cercle
x> +y”> =r" centré A I’origine A. On a " + B° —r> =0 et la longueur d’une sécante comprise
2(a+ Pa)

w/1+cz2

a . Lo . .
a=-—. La droite est alors perpendiculaire au rayon AN . Ce résultat conclut la partie

dans le cercle est égale a . Pour qu’elle soit tangente, il faut que o+ fa=0 ou

consacrée aux problemes d’intersection d'un cercle et d'une droite. La suite du chapitre est
consacrée a la construction de diverses expressions algébriques et en particulier a la
construction des solutions d’une équation du 2° degré; ce type de problemes a joué un rdle
important dans la tradition cartésienne mais a disparu depuis longtemps de nos manuels. La
présence de ces problémes montre encore une fois que Lacroix se situe au carrefour entre
deux traditions. Relevons enfin que la fin du chapitre est consacrée aux courbes du 2° degré. Il
s’agit de 1’'un des principaux sujets traités dans les ouvrages de géométrie analytique des la
naissance de cette discipline. Je ne 1’aborderai cependant pas ici car il n’occupe actuellement
plus qu’une place restreinte dans notre enseignement.

Les disciples de Monge et Lacroix

Apres les lecons de Monge, 'ouvrage de Lacroix donne une nouvelle impulsion a
I’enseignement de la géométrie analytique. Il sera rapidement suivi par plusieurs manuels

> Lacroix ne reléve pas que la distance z doit étre munie d’un signe.
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rédigés dans le méme esprit. Ceux-ci traitent de la droite et du cercle puis des courbes du 2°
degré. Certains d’entre eux traitent aussi de géométrie analytique dans 1’espace. Mentionnons
tout d’abord le Traité analytique des courbes et des surfaces du second degré de Jean-
Baptiste Biot [Biot, 1802]. Comme celui de Lacroix, ce manuel a été régulierement réédité et
traduit’. Le contenu est directement inspiré de Lacroix pour le plan et de Monge pour
I’espace. Citons ensuite [’Essai sur la ligne droite et les courbes du second degré de Frédéric
Louis Lefrancois [Lefrancois, 1801]". Ce traité est succinct et se limite a la géométrie plane.
A la différence de Lacroix, I’influence cartésienne y est pratiquement absente. Lefrancois
présente pour la premiere fois plusieurs résultats figurant en bonne place dans nos manuels. I1
établit ainsi les équations des bissectrices de deux droites d’équation y=ax et y=a'x. Sa
méthode repose sur le fait que les bissectrices divisent en deux les angles formés par ces deux
droites. En utilisant la formule donnant la tangente de I’angle de deux droites, il montre ainsi
que les équations des deux bissectrices sont de la forme y=Ax ou A est solution de

I’équation A% -2%4 -1

-A-1=0. Lefrancois démontre aussi analytiquement que les médianes
a+a

et les médiatrices d’un triangle sont concourantes. Dans la seconde édition de son livre, il
démontre qu’il en est de méme pour les hauteurs et que le point de concours des médianes,
celui des hauteurs et celui des médiatrices sont alignés. Il établit aussi analytiquement
plusieurs résultats faisant intervenir des cercles. Il détermine en particulier 1’équation de la
droite d’intersection de deux cercles et démontre que si trois cercles se coupent deux a deux,
les trois droites d’intersection sont concourantes®. Un autre ouvrage significatif et
contemporain est le Recueil de diverses propositions de géométrie résolues ou démontrées
par 'analyse algébrique, suivant les principes de Monge et Lacroix de Louis Puissant
[Puissant, 1801]. Il ne s’agit pas d’un manuel mais, comme le titre I’indique, d’un recueil de
problémes résolus par la méthode analytique. Un grand nombre de ces problemes font
intervenir des droites et des cercles. Il est important de noter que Lefrancgois et Puissant
insistent sur la nouveauté de la méthode utilisée pour résoudre ces problémes. Lefrangois écrit
ainsi qu’il s’agit de «traiter les questions proposées par les seuls moyens que fournit
I’Analyse, en ne tirant de la Géométrie que ce qui est absolument indispensable pour
I’expression des conditions de chaque probléme.»’ Parmi les autres ouvrages rédigés dans le
méme esprit, mentionnons encore les Eléments de géométrie analytique de Jean-Guillaume
Garnier [Garnier, 1808]. Garnier établit en particulier un critere général pour que trois droites
soient concourantes et donne pour la premiere fois une démonstration analytique du théoréeme
des bissectrices d’un triangle.

Ces différents exemples montrent que la matieére enseignée aujourd’hui au niveau gymnasial
apparait pour I’essentiel dans les manuels et recueils de problemes rédigés par les disciples de

®Des sa 2° édition de 1805, il portera le titre Essai de géométrie analytique appliquée aux courbes et aux
surfaces du second ordre.

" Une seconde édition revue et augmentée sera publiée en 1804 sous le titre Essais de géométrie analytique.
Comme dans le cas de Biot, le changement de titre montre que I’appellation «géométrie analytique», suggérée
par Lacroix, tend a remplacer I’appellation «application de 1’algébre a la géométrie».

® On reconnait ici le théoréme énoncant que les axes radicaux de trois cercles pris deux 2 deux sont concourants.
Les notions d'axe radical et de centre radical seront étudiées quelques années plus tard de maniere systématique
par Louis Gaultier de Tours [Gaultier de Tours, 1812].

? [Lefrangois, 1804, v]
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Monge et Lacroix entre 1800 et 1810. Certains raisonnements seront simplifiés par leurs
successeurs'’, mais la principale différence entre les manuels de cette époque et les ndtres est
I’utilisation du langage vectoriel. Le calcul vectoriel ne sera cependant formalisé qu’a la fin
du 19° siecle. Il sera d’abord utilisé principalement en physique et son introduction dans
I’enseignement de la géométrie analytique au niveau gymnasial n’aura lieu qu’au début des
années 1950'". Mais il s’agit 12 d’une autre histoire.
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Lacroix et ses successeurs, Pliicker établit les équations des bissectrices de deux droites en utilisant, comme nous
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probleme en écrivant d’abord les équations des bissectrices selon la méthode de Lefrancois puis en calculant les
coordonnées des points d’intersection de ces droites deux a deux.

"' L’ouvrage Analytische Geometrie [Grimm et Rueff, 1951] publié par la Société suisse des maitres de
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Livre 3 recommander aux enseignants de physique
Davet Stéphane, Collége de I'’Abbaye de St-Maurice, davet.stephane®@lyca.eduvs.ch

L’ouvrage comprendre la physique aux Presses Polytechniques et Universitaires Romandes (PPUR), qui
vient de paraitre, est un manuel de bonne qualité pour les enseignants en physique. J’ai pu constaté un
véritable effort pour rendre cette science extraordinaire accessible au plus grand nombre. Il ne contient
que peu de formules et les idées sont expliquées de maniére intéressantes, ce qui permet d’utiliser de
nouvelles stratégies pour introduire certains concepts délicats en classe.

Ce livre est 'aboutissement du célébre Project Physics course américain, dont 'objectif est de rendre
la physique plus attrayante. Il a notamment été écris pour un lectorat non scientifique intéressé aux
phénomeénes et aux mystéres de la Nature.

Suivant le développement historique des idées, il retrace les principaux concepts dans un cadre huma-
niste, explique l'origine des principes fondateurs, ainsi que les limites auxquelles ceux-ci se heurtent.
Trés didactique et bien illustré, quoiqu’en noir et blanc, il propose de nombreuses questions d’auto-
évaluation en fin de chaque chapitre, afin de permettre au lecteur de vérifier les connaissances acquises.
Disponible pour la premiére fois en langue francgaise, ce livre n’a pas la vocation de servir directement
de manuel scolaire dans les classes, mais constitue plutdt un ouvrage de référence pour les enseignants
et les éléves.

David Cassidy
Gerald Holton
James Rutherford

COMPRENDRE LA

PHYSIQUE

Presses polytechniques et universitaires romandes

48 Numéro 127 Janvier 2015



Bulletin

Congres UdPPC Lyon, 27-28-29 octobre 2014

Roulet Didier, didier.roulet@infomaniak.ch

Le congrés annuel de 1’Union des Professeurs de Physique et de Chimie, qui a réuni environ 500
participant(e)s, a eu lieu cette année a Lyon. L’'UdPPC a la gentillesse de convier la CRP a participer,
et c’est le compte-rendu de votre serviteur que vous lisez ici. Parfaitement organisé d’un bout & ’autre
(méme la météo a été constamment rayonnante!) par une équipe qui s’est donnée sans compter pour
que tout fonctionne depuis ’accueil des participants jusqu’a leur départ en passant par la ponctualité
des présentations, des repas, des déplacements, ce congrés nous a permis d’assister & des conférences,
tant pléniéres que partielles, passionnantes, données par des passionnés, tous experts de haut niveau
dans leur spécialité.

De la stabilité des systémes dynamiques sur des temps longs aux effets des radiations sur les tissus
biologiques, des quasi-cristaux aux écoulements nanoscopiques, ce ne furent que d’enthousiasmantes
conférences, visites ou ateliers. Ce fut bien str aussi ’occasion d’échanger avec les collégues francais(e)s
sur les différences et les ressemblances dans les cursus respectifs de formation des étudiants et des
enseignants, de rencontrer les fabricants de matériel pour les expériences, de pouvoir feuilleter chez les
éditeurs une part de leur collection bien plus grande que celle habituellement disponible en librairie :
bref, trois magnifiques journées (bien remplies !...) qui m’ont enchanté. Merci encore & 'UdPPC pour
son invitation, et & 'année prochaine & La Rochelle.
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VSMP — SSPMP — SSIMF

Ja - Oui -Si

Ich m6chte Mitglied des Vereins Schweizerischer Mathematik und Physiklehrkrafte (VSMP)
sowie des Vereins Schweizerischer Gymnasiallehrerinnen undlehrer (VSG) werden.

J'aimerais devenir membre de la Société Suisse des Professeursle Mathématique et de
Physique (SSPMP) et de la société suisse des professeurs de I'enseignement secondaire
(SSPES).

Desidero diventare membro della Societa Svizzera degli Insegnanti di Matematica e Fisica
(SSIMF) e della Societa Svizzera degli Insegnanti delle Scuole Secondarie (SSISS).

Beitrag/Montant/Quota: Fr. 120.- (VSG-SSPES-SSISS) + Fr. 40.- (SSIMF - SSPMP - VSMP)

Frau/Mme/Sig.ra [ ] Herr/M./Sig. [ ] Prof. [] Dr. []

Name/Nom/Cognome: .....

Vorname/Prenom/Nome: .......

Adresse/Indirizzo (privat/privato):

P1z-Ort/NP-Ville/CAP -Luogo:

(Land/Pays/Paese): . e e

Email: .... . (Tel): ..... reveeeasasastanes

(Geburtsdatum/Date de naissance/Data di nascita): .

Sprache/Langue/Lingua: D[] F[] I []
Schule/école/scuola: ..nveeeirieenenen Kanton/canton/cantone:.........evvenene. .

Kategorie/Catégorie/Categoria: activ/actif/attivo D passive/passif/passivo D
Student/in, étudiant(e), studente/ssa. D

Einsenden an/envoyer a/inviare a:
VSG -SSPES -SSISS, Sekretariat (Frau Doris Lazzeri), 3000 Bern
oder per Internet: www.vsg-sspes.ch
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