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Preis inkl. MWSt nur SFr 2‘330.-
Kompakt-Multifunktionszihler der Spitzenklasse!

« 56 mm hohe helle Ziffern- und 3-stellige Einheitenanzeige

« Breitestes Anwendungsspektrum und selbsterklirende Bedienung

« Misst Zeitintervalle, Frequenzen, Perioden, RPM usw.

« Timerfunktion, Ereigniszihlung, Ziahlrohranschluss, akustische
Riickmeldung, 50 Messwertspeicher, bidirektionale serielle
Schnittstelle, Hilfsspeisungen fiir Zusatzger:iite

o Auflosung von bis zu 10 Ziffern durch Ziffernschiebung

. Automatische und manuelle Bereichsumschaltung, vollautomatische
Signalanpassung dank Triggerautomatik

o Hervorragendes Preis-/Leistungsverhéltnis

Die kostenlose Kurzbeschreibung "Der neue Demonstrations-Digital-
zahler DDZ" erhalten Sie direkt vom Hersteller:

Steinegger & Co. B : 052-6255890
Rosenbergstrasse 23 Fax : 052-62558 60
CH-8200 Schaffhausen Internet: www.steinegger.de
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Brennweite einer Meniskuslinse
Martin Lieberherr
Mathematisch Naturwissenschaftliches Gymnasium Ramibuhl, 8001 Zirich

Einleitung

Letztes Jahr musste einer meiner Ubungsstudenten in seiner Lektion optische Linsen
behandeln. Ein Schiler fragte ihn, was mit der Brennweite passiere, wenn bei einer
asymmetrischen Linse das Licht von der anderen Seite komme. Naturlich wusste der
Student die Antwort nicht. Schaut man in der DMK/DPK-Formelsammlung die so
genannte Linsenmacherformel nach, so sieht man sofort, dass vordere und hintere
Brennweite gleich sind. Allerdings gilt die genannte Formel in der Formelsammlung
nur, falls die Medien auf beiden Seiten der Linse denselben Brechungsindex haben.
Wie lautet die Linsenmacherformel, wenn die Brechungsindices verschieden sind?
Als Beispiel wahlte ich eine Meniskuslinse (Abb. 1), weil die Linse unsymmetrisch ist
und ich altersweitsichtig werde.

Abbildung 1: Meniskuslinse
Eine konvexkonkave Sammellinse mit
Kriimmungsradien r, und r, aus Glas mit

Brechungsindex n, befinde sich an der

Grenze zweier Medien mit Brechungs- e

indices n, und n;. Die optische Achse x b

verlauft durch die zwei Kriimmungsmittel- X
punkte. Der Nullpunkt, von dem aus die r2
Brennweiten gemessen werden, befindet r

sich im Linseninnern. Ein Lichtstrahl falle
im Abstand b von der opt. Achse auf die

Linse.

Linsenmacherformel im asymmetrischen Fall

Ein Lichtstrahl verlaufe im Medium mit Brechungsindex n4 parallel zur optischen
Achse und treffe auf die konvexe Flache der Linse mit Krimmungsradius rq (Abb. 1).
Der Linsenkdrper habe Brechungsindex nz. Im angrenzenden Medium mit
Brechungsindex n3 kreuze der zweimal gebrochene Strahl die optische Achse. Der
Strahl verlaufe achsennah, dann kénnen wir im Brechungsgesetz sina = a setzen.
Die Linse sei sehr dinn. So finden die Brechungen an Vorder- und Rickseite der
Linse auf gleicher Hohe statt und wir missen uns keine Gedanken machen, von wo
aus wir die Brennweite messen.
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Abbildung 2: Der einfallende Strahl falle im Abstand b

von der optischen Achse unter dem Winkel ¢, auf die Oy e )
vordere Fliche der Linse, die Kriimmungsradius 7 hat. ; b jzj

1
Brechungswinkel ist c, . a

Der einfallende Strahl habe Abstand b von der optischen Achse. Dann ist der
Einfallswinkel auf die konvexe Flache «, =b/r (Abb. 2). Das Brechungsgesetz

n,a, = n,a, liefert den ersten Brechungswinkel o,. Der Einfallswinkel bei der hinteren
Linsenflache ist B, =b/r, + a, — @, und der Brechungswinkel g, an der hinteren
Flache folgt dann aus n,8, = n,,. Der zweimal gebrochene Strahl 1auft unter dem
Winkel b/r, — B, zur optischen Achse und kreuzt diese im Abstand der hinteren
Brennweite f, =b/(b/r, - B,). Mit etwas Algebra folgt fiir die Meniskuslinse:

1 n,-n n,-n . .
-1z 3 (hintere Brennweite)
VE ninh n;h

Kommt das Licht von der anderen Seite (in Abb. 1 von rechts), so erhalt man:

1 n,—-n, n,—-n .
-2 3,2 1 (vordere Brennweite)
ﬁ nIrZ nl’i

Die vordere und hintere Brennweite einer Linse sind gleich, wenn die Materialien vor
und hinter der Linse gleichen Brechungsindex haben (n, = n,). Unterscheiden sich
hingegen die Medien, z.B. bei Immersionsobjektiven oder Kontaktlinsen, so
unterscheiden sich auch vordere und hintere Brennweite. Als extremes Beispiel

wahlen wir n, = n,. Dann ist

I n,-n n,-n,

. 1
—= respektive — =
/3 nyn i nh

Im normalerweise behandelten Fall, n, = n,, folgt f, = f, = f und die
Linsenmacherformel fiir die konvexkonkave Linse:

S

20. April 2011 / Martin Lieberherr
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Darstellung von Objekten nahe Lichtgeschwindigkeit

Dardan Lajqi, Jonathan Theodore

Einleitung

Seit Einstein 1905 die spezielle Relativitatstheorie herausbrachte, wissen wir, dass die Welt
nicht mehr so einfach zu verstehen ist. Zwei einfache Postulate waren Grundlage dieser
Theorie: Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und die Gleichheit der physikalischen
Gesetze in allen Inertialsystemen. Durch diese zwei Postulate kann man herleiten, dass bei
bewegten Objekten und ruhenden Objekten die Zeit nicht gleich schnell verlauft und dass
bewegte Objekte in Bewegungsrichtung kontrahiert sind. Mit Letzterem beschaftigen wir uns
in diesem Artikel. Und zwar wollen wir einen Weg finden, ein bewegtes Objekt ,richtig”
darzustellen.

Darstellung schnellbewegter Objekte

Um eine Seitenlange bei hohen Geschwindigkeiten zu berechnen, gibt es einen
—

Stauchungsfaktor. Dieser ist “HII 1— Z_: . Die Geschwindigkeit eines Objekts ist vorgegeben und
so kann man den Stauchungsfaktor errechnen und diesen mit der Seitenlange in
Bewegungsrichtung multiplizieren. Das Problem dabei ist, dass man die Lichtlaufzeit nicht
beriicksichtigt. Das Licht bendtigt eine gewisse Zeit, bis es beim Auge oder bei der Kamera
ankommt, und dieser Effekt verandert wieder alles.

Von Vorteil ware nun, wenn wir eine Formel hatten, die die Laufzeit enthalt. Diese finden wir
bei der Lorentz-Transformation.

Die Lorentz-Transformation:
X=y-(x— Vi X=y -(X+V1)
y=y y=y 1
7=z und 7=2 mit y =
'/2
2.4 24 1—-—
=y -(t—-— t=y-(I+— 2
7+ ( 6’2) 7( 02) c
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Man kann sich jedes Objekt aus einer unendlichen Zahl von Punkten vorstellen. Alle
Koordinaten dieser Punkte sind uns bekannt. Die Aufgabe besteht darin, sie in unser
Inertialsystem umzurechnen.

Wir stellen uns nun vor, dass wir ruhen und dass das Objekt auf uns mit der Geschwindigkeit
v zufliegt. Das Objekt befindet sich im Inertialsystem K und wir uns im K. Nun wahlen wir
einen beliebigen Zeitpunkt t und schauen, welche Koordinaten ein beliebiger Punkt des
Objekts hat. Wir notieren die Koordinaten und rechnen sie ins Inertialsystem K’ um.
Natirlich missen wir auch noch die Zeit t in t’ umrechnen. Das machen wir mit diesen vier
Formeln

VX
X=y-(X=Vb, Y=y, Z2=2, f:7'(t_?)
Nun haben wir (x/y/z) in unser ruhendes Inertialsystem K’ umgerechnet. Wir miissen noch
den Zeitpunkt herausfinden, zu dem die Kamera das Bild macht. Dies schaffen wir,
angenommen die Kamera liegt auf dem Origo, in dem wir die drei Koordinaten vom
ruhenden System nehmen und sie durch die Lichtgeschwindigkeit teilen und t’ dazurechnen.

2 Iz 2
fx-+y=s+z<
4t =1 ()
o
Der Zeitpunkt, zu dem die Kamera das Bild schiesst, ist t,'. Nun miissen wir herausfinden, wo
die anderen Punkte zum Zeitpunkt t,' sind. Dazu nehmen wir Gleichung (/) und setzen y‘=y
und z=z ein.

|
*“I:::':Z + y2& + 22

- + t'=1t,

Eine Variable haben wir noch nicht ersetzt, namlich t‘. Dazu verwenden wir eine Formel der
Lorentztransformationen.

x= y-(x'+vth
Diese Formel I6sen wir nach t* auf:
)
. X—YX
=—

Nun setzen wir das in die Gleichung ein.

| 2
-“‘Ix! + }12 +22 x__yx,l
+ =t2'l
c yv
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Um diese Gleichung nach x*aufzulésen, nehmen wir Mathematica zur Hilfe.

\jx12+y2+zz X-ylaxl
+
c

In[7:= Solve
g [ ylxv

= tz}, (xl}]

czxyl—c2t2vy12—\/czvzx2 vi%- DB Eiviayl? ¢ P vyl o Bl baytaPaify 2 P giR 22 sybyil 22 }
2yr® - yi? g

out[7)= {{xl -

czxyl—th2vy12+\/c2v2x2 1%, St vPimyl® weP 2% v ! v Ry vieReylte B o2 yilf 22 vyl 22 }}

x1 -
{ c?y1? -v? y1?

Da es eine quadratische Gleichung ist, erhdlt man zwei Losungen. Beim Programmieren
haben wir spater festgestellt, dass beide Losungen richtig sind. Die Losung mit dem
Pluszeichen braucht man bei positiven Geschwindigkeiten. Die Losung mit dem
Minuszeichen bei negativen Geschwindigkeiten. Nun kdnnen wir alle Punkte in unser
Inertialsystem K* Ubertragen.

Beispiel

Um unsere Losung zu testen, haben wir es auch gleich an einem Beispiel ausprobiert. Dazu
liessen wir einen Wiirfel mit verschiedenen Geschwindigkeiten auf uns zufliegen.

70% der Lichtgeschwindigkeit 80% der Lichtgeschwindigkeit

90% der Lichtgeschwindigkeit 95% der Lichtgeschwindigkeit

Juin 2011 Numéro 116 -
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-80% der Lichtgeschwindigkeit 0% der Lichtgeschwindigkeit

Erklarung der sichtbaren Effekte

Bei den Bildern, bei denen die Geschwindigkeit positiv ist, sehen wir eine Verlangerung des
Waiirfels in die Tiefe. Es ist das Gegenteil von dem, was man erwartet, aber es lasst sich durch
die Lichtlaufzeit begriinden. Wenn die Geschwindigkeit positiv ist, bewegt sich der Wiirfel
mit der Geschwindigkeit v auf die Kamera zu. Stellen wir uns 2 Punkte im Wiirfel vor, einer
vorne, einer hinten. Wenn die beiden Punkte gleichzeitig einen Lichtstrahl zur Kamera
werfen, wird der Lichtstrahl vom vorderen Punkt zuerst ankommen. Damit beide
Lichtstrahlen gleichzeitig ankommen, muss der vordere Punkt seinen Lichstrahl spater
werfen, dabei bewegt er sich auf die Kamera zu und so kommt es, dass der Wiirfel verlangert
aussieht. Der Effekt der Lichtlaufzeit hebt somit den Effekt der Langenkontraktion auf. Auch
die Krimmung kann durch die Lichtlaufzeit erklart werden, da ein Punkt aussen am Wirfel
den langeren Weg zur Kamera hat, als ein Punkt in der Mitte vom Wiirfel.

Wenn die Geschwindigkeit negativ ist, dann bewegt sich der Wiirfel von der Kamera weg.
Der Lichtlaufzeiteffekt wirkt dann genau umgekehrt. Der Wiirfel wird in Bewegungsrichtung
gekirzt. Die Effekte der Lichtlaufzeit und der Langenkontraktion summieren sich.

Schlusswort

Wir danken Herrn Pierre Mandrin, dass er unsere Arbeit Uberprift und unsere Ergebnisse
mit der Aberrationsmethode bestatigt hat.

Quellen

http://www.tempolimit-lichtgeschwindigkeit.de
http://www.tempolimit-lichtgeschwindigkeit.de/bewegung/bewegung3.html
http://www.educ.ethz.ch/unt/um/phy/mp/relativ/index
http://f-lohmueller.de/
http://www.tempolimit-lichtgeschwindigkeit.de/phantom/pdnw97.pdf

Software:
http://www.povray.org/
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Systemaviatik

Der Verein Systemdynamik im Unterricht und die School of Engineering der ZHAW
(vormals Technikum Winterthur) bieten unter dem Titel Systemaviatik Unterstiitzung bei
Maturaarbeiten an. Im Rahmen dieses Projekts, das die Gebert Riif Stiftung finanziell
unterstiitzt, fordern wir Schiilerinnen und Schiiler, welche die systemdynamische
Modellbildung als Methode in ihrer Maturaarbeit einsetzen wollen. Die Unterstiitzung
umfasst einen Einfiihrungskurs, Weiterbildungskurse fiir Lehrkréfte sowie individuelle
Betreuung. Letztes Jahr haben fiinfzehn Lehrerinnen und Lehrer sowie sieben Schiiler von
diesem Angebot gebrauch gemacht.

Die in der Maturaarbeit zu bewiltigende Fragestellung sollte mit der Luftfahrt zusammen
hingen, wobei das Gebiet ziemlich weit gefasst werden kann. So liegt ein Schiiler, welcher
die Dynamik des Eckballs untersuchen mochte, genauso im Fokus dieses Projekts, wie die
Schiilerin, die das Flugverhalten eines Bumerangs modellieren will. Denkbar sind auch
Problemstellungen, die mehr mit dem Menschen als der Maschine zu tun haben. Dazu gehort
das Atmen in grosser Hohe, die Belastung des Blutkreislaufs im starken Gravitationsfeld oder
die Dynamik der Stdbchen und Zapfchen der Netzhaut unter schnell wechselnden
Lichtverhéltnissen. Entwicklungsszenarien fiir die Luftfahrt, die CO2-Problematik oder
dynamische Aspekte von Logistiksystemen sind weitere Themen, die mit Hilfe der
Systemdynamik analysiert werden konnen. Etwas gewagter und in den Ergebnissen stiarker zu
hinterfragen sind Modelle zum emotionalen Verhalten von Personen unter extremen
Bedingungen.

Die systemdynamische Modellbildung, die in den fiinfziger Jahren von J. Forrester am MIT
entwickelt worden ist, eignet sich speziell fiir Anwender, die iiber wenig mathematische
Kenntnisse verfiigen. Weil die Systemdynamik nur vier Element (Speicher, Fluss, Variable
und Kausalpfeil) kennt, lassen sich die Grundziige der Methode in einem halben Tag
vermitteln. Trotz oder vielleicht wegen ihrer holzschnittartigen Semantik findet man die
Systemdynamik in vielen Gebieten der wissenschaftlichen Forschung wie Verfahrenstechnik,
Betriebswirtschaft oder Okologie.

Energie 1 Energie 2

Energiestrom 1 W12 IYy2 1 Energiestrom 2
—_— e - — B
Potenzial 1 Potenzial 2
— -l

«

Strom 1 Menge 1 Strom 12 Menge 2 Strom 2
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Am Technikum Winterthur/ ZHAW wird die systemdynamische Methode seit 20 Jahren im
Physikunterricht eingesetzt und bildet heute in einigen Studiengéngen wie
Wirtschaftsingenieurwesen oder Aviatik einen festen Bestandteil der Grundausbildung.
Studierende lernen so ab der ersten Woche, dynamische Systeme zu modellieren,
Simulationsergebnisse zu analysieren und Modellstrukturen anhand von Messungen zu
validieren. Mit dem Projekt Systemaviatik wollen wir fiir interessierte und motivierte
Schiilerinnen und Schiiler eine Tir 6ffnen, durch die sie in eine Welt eintreten kénnen, die
noch vor dreissig Jahren nur den Wissenschaftlern zugénglich gewesen ist, die {iber geniigend
Rechenleistung verfligen konnten.

Links

Systemaviatik www.systemaviatik.ch
Verein Systemdynamik im Unterricht www.sysdyn.ch

School of Engineering /ZHAW www.engineering.zhaw.ch
Gebert Riif Stiftung www.grstiftung.ch
System Dynamics Society www.systemdynamics.org
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Exzentrische Kuchenhalbierung

Peter Gallin, Universitéit Ziirich

1 Einleitung

Abbildung 1: Exzentrische Halbierung eines Kuchens

Unterteilt man einen kreisrunden Kuchen (oder Pizza) mit vier geraden Schnitten derart, dass alle Schnitte
durch einen beliebigen Punkt des Kreisinnern gehen und je zwei benachbarte Geraden einen 45°-Winkel mit-
einander einschliessen, so zerfillt der Kuchen in 8 Teile. Diese Teile nennen wir — sofern der beliebige Punkt
nicht im Kreiszentrum liegt — Pseudosektoren, da sie wie Kreissektoren aussehen, aber eben keine wirklichen
Kreissektoren sind. Wahlt man nun vier nicht aneinander angrenzende Pseudosektoren aus — sie sind in
Abbildung 1 gefirbt —, so beinhalten sie zusammen immer die halbe Kreisfliche unabhéngig von der Lage
des beliebigen Punktes. Diese Behauptung, in der Literatur auch als Pizza-Theorem® bezeichnet, soll hier auf
verschiedene Arten bewiesen werden: Mit Hilfe eines Puzzles, dann elementargeometrisch, dann analytisch und
in der Verallgemeinerung auf n gefirbte Pseudosektoren (n gerade und n > 2) einmal mit Vektorrechnung und
einmal analytisch und schliesslich im allgemeinen Fall wiederum elementargeometrisch.

2 Zerlegung der Figur in ein Puzzle

Ein ganz elementarer Beweis der obigen Behauptung kann durch den Einsatz der Symmetrie gewonnen wer-
den. Wir legen ein Koordinatensystem durch den Kreismittelpunkt M und nehmen an, dass die vier Schnitte
parallel oder mit 45° geneigt zu den Achsen verlaufen. Wir bezeichnen mit P den Punkt, in dem sich die
vier Kuchenschnitte treffen. Nun spiegeln wir P mitsamt den vier Schnitten an M, an den beiden Koordi-
natenachsen und an den Winkelhalbierenden des Koordinatensystems. So bilden die Bildpunkte von P ein
Achteck, welches in Abbildung 2 fett ausgezogen ist. Wir betrachten zuerst das Aussere des Achtecks. Aus
Symmetriegriinden finden wir kongruente Stiicke, und zwar 4 Stiicke a, je 8 Stiicke b, ¢ und d, 4 Stiicke e, 12
Stiicke f, 8 Stiicke g und 12 Stiicke . Man erkennt sofort, dass bei jeder Sorte gleich viele Stiicke gefarbt und
ungefiarbt sind. Ausserhalb des Achtecks ist also schon einmal die Gleichheit der gefarbten und ungefarben
Stiicke nachgewiesen. (Falls P weiter gegen die Kreisperipherie wandert, kénnen gewisse Stiicke verschwinden,

I'Weiterfithrendes und Literatur unter ,http://en.wikipedia.org/wiki/Pizza_theorem* (10. Januar 2011)
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was aber den Beweis nicht dndert, da das Achteck immer innerhalb des Kreises liegt.) Innerhalb des Achtecks
konnte man dhnlich vorgehen, muss aber in der Regel Flichenverwandlungen vornehmen. Dank des schraffier-
ten Trapezes im Achteck kann man aber die Gleichheit des gefarbten und ungefiirbten Anteils direkt erkennen:
Das schraffierte Trapez gehort zur ungeféirbten Flache und entspricht einem kongruenten gefirbten Trapez in-
nerhalb des Achtecks. Der ungefirbte Rest des Achtecks ist offensichtlich gleich gross wie der gefirbte Rest.?
Ein raffinierterer Puzzle-Beweis fiir allgemeines, gerades n > 2 wird am Schluss in Abschnitt 7 vorgestellt.

b
C

[ d
e

\d
C

Abbildung 2: Punkt- und Achsensymmetrische Erginzung der Kuchenschnitte

3 Elementargeometrischer Beweis mit einer ersten Verallgemeine-
rung

Wir verallgemeinern das Problem leicht, indem wir die gefdrbten Pseudosektoren in Abbildung 1 nicht von
vorneherein auf den Winkel 45° einschrinken. Wir unterteilen also den Kuchen zuerst durch zwei senkrecht
zueinander stehende Schnitte durch einen exzentrischen Punkt P in vier Stiicke und anschliessend nochmals
durch zwei senkrecht zueinander stehende Schnitte, so dass diese neuen Schnitte gegeniiber den alten beiden
um den Winkel 8 (in Bogenmass) verdreht sind (Abbildung 3). Dann wird behauptet, dass die in Abbildung 3
mit markierten Winkeln 5 gekennzeichneten Pseudosektoren zusammen den gleichen Flicheninhalt haben wie
die vier wirklichen Sektoren, welche durch die Parallelschnitte durch das Kreiszentrum M gebildet werden. Fiir
B = 7 ergibt sich dann sofort die behauptete Kuchenhalbierung.

Zunichst stellen wir — als Nebenbemerkung — fest, dass die vier Kreisbogen der vier Pseudosektoren
zusammen die gleiche Liange haben wie die vier Kreisbogen der wirklichen Sektoren. Den Beweis dieser Tat-

?Dieser Beweis konnte als ,,Beweis ohne Worte“ gelten, wihrend derjenige in Wikipedia von Carter & Wagon zwar mit weniger
Teilen auskommt, deren Gleichheit aber nicht sogleich evident ist. Erst die Uberlegungen aus Abschnitt 7 — auf n = 4 eingeschrankt
— enthiillen dessen Grundgedanken.

12 - Nummer 116 Juni 2011
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Abbildung 3: Verallgemeinertes Kuchenproblem mit vier Pseudosektoren

sache kann man fithren, indem man nur zwei gegeniiber liegende Pseudosektorbogen mit den entsprechenden
gegeniiberliegenden wirklichen Sektorbogen vergleicht (Abbildung 4). Der kiirzere Pseudosektorbogen B’D’
in Abbildung 4 wird im Vergleich mit einem wirklichen Sektorbogen BD um so viel verkiirzt wie der lingere
Pseudosektorbogen A’C’ im Vergleich mit dem Bogen AC verlingert wird. Bei der Linge des kiirzeren B’ D’
wird nédmlich der Bogen BB’ zum Bogen BD dazugezihlt und der Bogen DD’ abgezihlt:
|B'D'| = |BD| + |BB/| - |DD/|
Bei der Lénge des lingeren A’C” wird zum Bogen AC der Bogen C'C’ dazugezihlt und der Bogen AA’ abgezihlt:
|A'C'| = |AC| + |CC'| — |AA|

Nun sind aber die Bogen AA’ und BB’ einerseits und die Bogen C'C’ und DD’ andererseits gleich lang und
die urspriinglichen Sektorbogen AC' und BD sind aus Symmetriegriinden ebenfalls gleich lang, ndmlich je rj3
mit 7 als Kreisradius. Daher sind die Bogen A’C’ und B’ D’ zusammen gleich lang wie die Bogen AC und BD
Zusammen:
|A'C"I+ |B'D'| = (JAC|+ |CC'| - |AA"]) + (|BD| + |BB'| - |[DD'|)
— (JAC| +|CC'| - |AA|) + (|BD| + |AA'| - |CC'|)
= |AC|+ |BD|=2rp
Diese Beweisidee inspiriert uns und kann beinahe auf die Flachenbetrachtung iibertragen werden, um die
es hier eigentlich geht. Wenn wir im Folgenden eine Folge von Punkten nennen, so meinen wir damit den
Flacheninhalt der entsprechenden Figur mit diesen Eckpunkten. Insbesondere soll zwischen zwei Punkten
der Kreisperipherie immer die dazwischen liegende kiirzere Kreisbogenlinie als Begrenzung aufgefasst werden.
Ferner fithren wir die Lote M X = PX’ und MY = PY” ein. Es gilt nun:
PB'D'+ PA'C" = (MBD+ MPB'B—- MPD'D)+ (MAC + MPC'C — MPA'A)
= MBD+ MAC+ (MPB'B— MPA'A)+ (MPC'C — MPD'D)
Da nun die Lote M X und MY die beiden Flichen ABB’A’ und CDD’C’ je halbieren, bedeuten die beiden

Klammern in der vorangehenden Gleichung die Flichen der Rechtecke M X'PX und MY’'PY, welche einmal
weg- und einmal dazugezihlt werden. Damit folgt

PB'D' + PA'C' = MBD + MAC + (—MX'PX) + (+MY'PY) (1)

Juin 2011 Numéro 116 - 13



VSMP — SSPMP — SSIMF

Abbildung 4: Erster Beweisschritt

Die beiden betrachteten Pseudosektoren haben also zusammen im Verleich zu den parallel liegenden beiden
wirklichen Sektoren eine Flichenverdnderung erfahren, welche der Differenz der beiden inneren Rechtecke ent-
spricht. Dabei wird das Y-Rechteck dazugezihlt und das X-Rechteck abgezdhlt. Dies kann man sich so merken:
Y ist der von M weiter entfernte Sehnenmittelpunkt als X.

In Abbildung 5 werden nun zusétzlich zu Abbildung 4 die beiden fehlenden Pseudosektoren und die dazu
parallel liegenden wirklichen Sektoren betrachtet, welche senkrecht zu denjenigen in Abbildung 4 stehen.

Abbildung 5: Zweiter Beweisschritt

Fiir diese neuen Pseudosektoren ist nun X’ der von M weiter entfernte Sehnenmittelpunkt als Y’. Daher
treten die beiden inneren Rechtecke vorzeichenméssig in umgekehrten Rollen auf und wir kénnen die Summe
der beiden Pseudosektorflichen analog zur obigen Rechnung aufstellen:

PE'G' + PF'H' = MEG + MFH + (+MX'PX) + (-MY'PY)
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Damit gilt insgesamt mit dem Kreisradius 7:
PB'D' + PA'C' + PE'G' + PF'H' = MBD + MAC + MEG + MFH =4- MAC = 23

Die vier Pseudosektoren mit Zentriwinkel 3 haben also insgesamt den konstanten Flicheninhalt F' = 2r2j3
unabhéngig von der Ausrichtung der Figur im Kreis und unabhéngig vom Abstand, den P von M aufweist.
2

Fiir 8 = 7 ist die urspriingliche Behauptung bewiesen: F' = %m’ .

4 Analytischer Beweis (nach Daniel Stoffer, ETH Ziirich)

Wir legen den Kreismittelpunkt M in den Ursprung eines kartesischen (z,y)-Koordinatensystems und wihlen
ohne Beschrankung der Allgemeinheit » = 1 und den Punkt P auf der positiven z-Achse im Abstand a < 1 von
M: P(a,0). Sei ferner S ein Punkt auf der Kreisperipherie und s(¢) die Lénge der Strecke PS, welche mit der
positiven z-Achse den Winkel ¢ einschliesst (Abbildung 6). Mit Pythagoras erhilt man sofort die Linge der
halben Sehne durch S, von der noch a cos ¢ subtrahiert werden muss:

s(¢) = /1 —a?sin® ¢ — acos ¢ (2)

s(®)

a P/N\®

PN acos(g)
asin@) s

Abbildung 6: Berechnung von s(¢)

Da wir zur Berechnung der Fliche, welche PS bei wachsendem ¢’ iiberstreicht, den Term

1 [oth o
5[ ras

beniitzen werden, untersuchen wir zunichst s(¢)?. Aus (2) folgt:

5(¢)? =1 — a*sin® ¢ 4 a® cos?® ¢ — QW' @ cos ¢

Addiert man 7 zum Argument, so wechselt nur das Glied mit der Wurzel das Vorzeichen. Also gilt:
s(¢)? + s(¢p + 1) = 2(1 — a®sin? ¢ + a? cos? ¢) (3)
und

s(¢p+m/2)% + s(¢p+31/2)% = 2(1 — a?sin®(¢ + 7/2) + a® cos* (¢ + 7/2)) = 2(1 — a® cos® ¢ + a*sin® P)
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Insgesamt ergibt sich also:
s()* + s(p+ ) +s(p+7m/2)> + s(¢+ 31/2)* =4
Die Gesamtfliche, welche von den vier Strecken bei Drehung mit dem Winkel 3 iiberstrichen wird, ist also

1

o+ 1 o+
F=3 / (5(8)2 + 5(0/ +m)% + (8 + /2 + s(6' +37/2)) 46 = / 4d¢"=26 @
) ¢

Ubertragen auf einen Kreis mit Radius r, ist also F' = 2r2, was wir schon in Abschnitt 3 erhalten haben.

5 Verallgemeinerung von 4 auf n gefirbte Pseudosektoren

Im Abschnitt 3 haben wir in (1) festgestellt, dass die Summe PB'D’ + PA’'C’ (Flicheninhalt der beiden ge-
geniiberliegenden Pseudosektoren mit Zentriwinkel 3) im Vergleich zum Flidcheninhalt M BD+ M AC der beiden
wirklichen Sektoren eine Flichenverinderung erfahren, welche der Differenz der beiden Rechtecke MY’ PY und
MX'PX entspricht. Diese Rechtecksfliichen in Abbildung 4 kann man aber als Betriige von Vektorprodukten
, e Gy , =  —— o o
auffassen: MY'PY = |[MP x MY | und MX'PX = |[MP x MX |. Damit gilt wegen der Parallelitit der
beiden Vektoren MP x MY und MP x MX — beide stehen senkrecht zur Zeichenebene — und wegen der
Distributivitét des Vektorprodukts folgendes:

MY'PY — MX'PX = |MP x MY |—|MP x MX |
= |MP xMY —MP x MX |
IMP x (MY —MX)|

= |MP x XY|

Dabei wollen wir ab sofort den Winkel 3 orientieren und zwar im Uhrzeigersinn, so dass es immer einen ersten
und einen zweiten Schenkel des Vziggels B8 w oder P gibt. Damit gilt die Regel, dass die Fliachenverinderung
gleich dem Vektorprodukt von M P mit XY ist, wobei X auf dem ersten Schenkel und Y auf dem zweiten
Schenkel liegt. (Die Flichenveréinderung soll positiv sein, wenn das Vektorprodukt zum Betrachter weist, sonst
negativ.) Mit dieser Vereinbarung wird die urspriingliche Regel von den verschiedenen Entfernungen der beiden
Sehnenmittelpunkte X und Y von M hinfillig, denn die Flichenveréinderung erhilt jetzt ein Vorzeichen.

Sei nun n eine gerade Zahl grosser oder gleich 4. Sie gibt an, wie viele gefdrbte Pseudosektoren wir jetzt
in der Verallgemeinerung betrachten. In Abbildung 5 galt n = 4. Dort ist der Spezialfall eingetreten, dass
die beiden Flachenverdnderungen der je gegeniiberliegenden Pseudosektoren genau entgegengesetzten Vektoren

entsprechen, ndmlich einmal XY und einmal YX = X'Y’, so dass sie sich in der Summe aufheben und die
vier Pseudosektoren insgesamt den gleichen Fliacheninhalt haben wie die zugehorigen wirklichen Sektoren.
Nun konnen wir den Beweis der Verallgemeinerung auf mehr als vier regelmiissig verteilte (gefirbte, d.
h. durch 8 markierte) Pseudosektoren geometrisch fithren. Wir wéhlen zunéchst n = 6 (Abbildung 7). Die
Mittelpunkte der Sehnen durch P liegen auf dem Thaleskreis iiber M P. Und weil die Winkel bei allen Pseu-
dosektoren (8 sind, miissen die Flichenverdnderungsvektoren wegen dem Peripheriewinkelsatz alle gleich lang
sein. Ausserdem sind sie schon regelméssig auf dem Thaleskreis verteilt, denn die nicht markierten Winkel zwi-
schen den Pseudosektoren sind auch gleich gross, was mit dem Peripheriewinkelsatz gleiche Abstédnde zwischen
den Anfangs- und Endpunkten der Vektoren ergibt. Somit bilden die drei zusammengeschobenen Vektoren
ein gleichseitiges Dreieck und ihre Summe ist Null, was zur Folge hat, dass alle Flichenveréinderungen von je
zwei gegeniiberliegenden Pseudosektoren sich insgesamt zu Null addieren. Diese Uberlegung lisst sich nun auf
eine beliebige gerade Anzahl n > 2 von regelméssig verteilten Pseudosektoren verallgemeinern. Immer bilden
n

die § Flachenverinderungsvektoren bei der Addition ein regelmissiges 5-Eck. Damit ist gezeigt, dass fiir alle

geraden n > 2 die Figur aus n Pseudosektoren die gleiche Fliche hat wie die zugehorige Figur aus wirklichen

Sektoren, namlich n - 7275
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Abbildung 7: Figur mit sechs regelmissig verteilten Pseudosektoren, n = 6

Damit gilt folgender Satz: Wihlt man 3 = 7, so betréigt der Flicheninhalt der Figur aus n regelméssig
verteilten Pseudosektoren fiir gerades n > 2 genau die halbe Kreisfliche. Die urspriingliche Aufgabe war fiir
n = 4 gestellt. Man macht sich schnell klar, dass diese Aussage fiir ungerade n nicht gilt.

6 Analytische Bestitigung (nach Daniel Stoffer)

Es seien S; (j = 0,...,n — 1) die n Punkte auf der Kreisperipherie, welche jeweils einen Anfangspunkt eines
Pseudosektors markieren. Die Winkel ¢; sind die n zugehorigen regelméssig ansteigenden Winkel gegeniiber
der positiven z-Achse. Gemiss (2) gilt:

|PS;| = s(¢;) = \/TM—QCOSQS]'

Analog zu (4) treten jetzt bei der Berechnung von F im Integranden n Summanden s(¢;)? auf. Unter Verwen-
dung von (3) lisst sich diese Summe stark vereinfachen:

n—1 5-1 5-1
Zs(¢j)2 = Z [5() + 5(¢jp2)’] =2 Z(l —a*sin? ¢; + a® cos® ¢;)
J=0 j=0 Jj=0

51 2 2 371

= 22(1_%(1_0082¢j)+%(1+0082¢j)):2, (1 + a® cos 26;)

<
Il
<
~
I
<

g
2
= n+2d® Z cos2¢; =n
j=0
Die Summe der 5 Cosinuswerte ist Null, weil sich dahinter wieder ein regelméssiges 5-Eck versteckt. Damit

n_
2
ergibt sich fiir den Einheitskreis F' = (;Hﬁ nd¢’ =n - g oder allgemein wie zuvor F' = n - %

7 Geometrischer Beweis bei n gefirbten Pseudosektoren

Wir wenden uns zum Schluss dem Fall zu, bei dem alle 2n Pseudosektoren, n gefdrbte und n ungeférbte,
den Zentriwinkel g =180°/n aufweisen und somit die geféirbte Fldche die halbe Kreisfliche ausmachen soll.

Juin 2011 Numéro 116 - 17



VSMP — SSPMP — SSIMF

Ausgehend von Abbildung 2 hatte Daniel Stoffer die Idee, den Beweis in zwei Teile zu trennen. Ein innerer
Teil bezieht sich auf das Gebiet innerhalb des Kreises mit Zentrum M und Radius |MP|, wo wir einen auf
Flichenverwandlung basierenden Beweis gefunden haben. Im #usseren Teil, ausserhalb dieses Hilfskreises, ist
sogar ein Beweis {iber Zerlegungsgleichheit gelungen, dhnlich dem Puzzle-Beweis in Abschnitt 2. Da n gerade
sein muss, wihlen wir hier den Fall mit 10 gefirbten und 10 ungefiirbten Pseudosektoren: n = 10 (Abbildung
8). Wir legen den Parameter m als die Hélfte von n fest: n = 2m.

Abbildung 8: Hilfskreis fiir n = 10

Da P auf der Peripherie des Hilfskreises liegt, schneidet dieser genau m, hier also 5, gefarbte Pseudosektoren
und zwar bilden diese Schnittpunkte dank des Peripheriewinkelsatzes und den lauter gleichen Peripheriewinkeln
B =180°/n auf dem Hilfskreis ein regelméissiges n-Eck. Jetzt betrachten wir nur das Innere des Hilfskreises
mitsamt des regelméssigen n-Ecks und den m gefarbten Pseudosektoren, welche alle den Scheitelpunkt P
besitzen. Zudem lésen wir P voriibergehend von seiner Bindung an den Hilfskreis und lassen ihn als Punkt X
im Innern des Hilfskreises frei wandern. Es entsteht die Abbildung 9, in der wir zunéchst nur die dreieckigen
Teilbereiche der Pseudosektoren farben und sie ausserdem durch die Sekanten hy bis hs begrenzen. Wichtig ist
jetzt, dass der Punkt X im Innern des von den m Geraden gebildeten regelméssigen m-Ecks liegt.

Nun zeigen wir, dass die gefarbten und ungeféirbten Dreiecke mit Spitze X in Abbildung 9 die gleiche Fliche
haben. Dazu denken wir uns im Kreiszentrum den Ursprung eines Koordinatensystems. Die m Geraden hq,
ha, ..., hy, seien durch die Hessesche Normalform gegeben, wobei alle m Normaleneinheitsvektoren 7y, s, .. .,
7, nach aussen orientiert seien. Die Gleichungen der m Geraden lauten dann in Hessescher Normalform

hii Foﬁi7d207

wobei d der fiir alle m Geraden gleiche Abstand vom Ursprung ist. Da das m-Eck regelméssig ist, gilt zudem

Da der Punkt X mit Ortsvektor Z im Innern des m-Ecks liegt, liefert die Hessesche Normalform & o 7, — d
beim Berechnen des Abstand von X zu der i-ten Geraden immer eine negative Zahl. Wir berechnen jetzt die
Summe der m (positiven) Abstéinde des Punktes X von den m Geraden:

_i(foﬁi—d)z—fo (iﬁ}) +md =md
i=1

i=1
Die Summe aller Hohen der gefirbten Dreiecke ist also konstant fiir alle Lagen von X innerhalb des m-
Ecks. Betriigt die Seitenldnge des 2m-FEcks a, so ist die Grundseite aller gefarbten Dreiecke a. Der Inhalt
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Abbildung 9: Beweisfigur fiirs Innere

der gefiirbten Fliche ist demnach amd/2 und macht damit genau die Hilfte des Inhalts des 2m-Ecks aus.
Schliesslich ergédnzen wir alle gefarbten und ungefirbten Dreiecke wieder durch die fehlenden Segmente zu
den urspriinglichen Pseudosektoren. Es kommen damit gleich viele gefdrbte wie ungefirbte Segmente hinzu.
Identifiziert man X wieder mit P — das m-Eck kann immer so gewahlt werden, dass P in dessen Innerm liegt
—, ist gezeigt, dass in Abbildung 8 innerhalb des Hilfkreises gleich viel Fliche gefirbt wie ungefirbt ist.

Nun wenden wir uns dem Aussern des Hilfskreises in Abbildung 8 zu. Hier ist ein ,look-and-see-Beweis“
moglich (Abbildung 10). Die Flidchengleichheit von gefarbtem und ungefirbtem Anteil ist direkt einsehbar
dank kongruenter Stiicke, welche stets den gleichen Namen mit oder ohne Strich tragen. Die Kongruenz
bei den im Alphabet tiefen Buchstaben wird jeweils durch eine Spiegelung vermittelt, deren Achse durch M
verlduft und eingezeichnet ist. Die Kongruenz der streifenartigen Gebilde mit Buchstaben von weiter hinten
im Alphabet ergibt sich durch eine Drehung um M mit dem Winkel 360°/n. Diese Streifen entstehen durch
Parallelverschieben von Begrenzungsgeraden der Pseudosektoren durch deren Schnittpunkte mit dem Hilfskreis.
Dass eine Drehung vorliegt, beweist man durch die Tatsache, dass die Begrenzungsstrecken der Steifen auf
Geraden liegen, welche im Winkel 360° /n zueinander verdreht sind und gleichzeitig denselben Abstand von M
besitzen, was aus der Symmetrie beziiglich der erwéhnten Spiegelungsachsen hervorgeht.

Abbildung 10: Beweisfigur fiirs Aussere

_ Es bleibt dem Leser tiberlassen, diese Abbildung zuriickzuiibersetzen auf den Fall n = 4, womit man fiirs
Aussere des Hilfskreises eine sehr einfache Zerlegung findet, mit der die Gleichheit der gefirbten und ungefiirbten
Fliache einsehbar wird.
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Wer erhilt zuerst drei Punkte?

Hans Ulrich Keller, MNG Ziirich

Zusammenfassung

Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ergibt oft iiberraschende Ergebnisse: Vermeintlich einfache Situatio-
nen konnen zu mathematisch aufwendigen Problemen fiihren. Dies ist z.B. bei einem Spiel der Fall, bei dem
zwei Personen in einem Versuch je eine feste Wahrscheinlichkeit p, resp. py, fiir den Erhalt eines Punktes haben,
wobei solche Versuche so lange wiederholt werden, bis eine der Personen insgesamt n Punkte gesammelt hat. In
einem ersten Teil wird der Fall p, + p, = 1 gelost, was, mit endlichen Spielen, zu einer Pascal—Verteilung fiihrt.
In einem zweiten Teil wird der Fall p, + p, = 1 — p, gelost, bei dem eine Wahrscheinlichkeit p, > 0 dafiir vor-
handen ist, dass im einzelnen Versuch keine der beiden Personen einen Punkt erhilt, was zu potentiell unendlich
langen Spielen fiihrt. Geeignete Algorithmen sind hier, neben dem allerdings etwas mithsamen Baumdiagramm,
einerseits die Monte—Carlo—Methode, die schnell und unkompliziert zu angeniherten Resultaten fiihrt, anderer-
seits das aufwindigere Verfahren der Markow—Kette, womit ebenfalls exakte Resultate sowie zusitzliche Er-
kenntnisse gefunden werden konnen.

Erster Teil: Endlich lange Spiele

Anna und Berta vereinbaren folgendes Spiel: Jemand wirft — als Versuch — einen Spielwiir-
fel. Zeigt der Wiirfel die Augenzahl 1 oder 2, erhélt Anna einen Punkt. Andernfalls erhélt
Berta einen Punkt. Dieser Versuch wird so oft wiederholt, bis entweder Anna oder Berta drei
Punkte erhalten hat, womit das Spiel beendet ist.

Anna hat somit bei jedem Versuch eine Wahrscheinlichkeit p, = 3 fiir den Erhalt eines Punk-

tes, wihrend Berta dafiir die Gegenwahrscheinlichkeit p, =1 — p, = % hat.

Das Spiel ist frithestens nach 3 und spétestens nach 5 Versuchen beendet. Wird vereinbart,
dass das Spiel allgemein nach dem Erhalt von n Punkten beendet ist, werden dazu mindestens
n und hochstens 2n — 1 Versuche benotigt.

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Anna das Spiel, wenn n = 3 ist?
e Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt sie bei einem beliebigen n?

Zur Beantwortung dieser Fragen kann fiir n = 2 der tibliche Baum gezeichnet werden:

Start:
/ \
\ / ’
B (o)

D) D

Fig. 1: Baum fiir das Spiel mit n = 2. Die Rechtecke markieren den Spielgewinn von Anna,
die Ovale den von Berta.

B
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Aus dem Baumdiagramm lassen sich leicht die Wahrscheinlichkeiten fiir Annas resp. Bertas
Spielgewinn angeben:

tot tot

P, (n:2):pa2+2pa2 Pb , T€SP. Py (n:Z):pb2+2pa pb2 (GL. 1,2)

Es kann hier sofort verifiziert werden, dass die Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten
wie erwartet gleich 1 ist.

Fiir die oben konkret angegebenen Wahrscheinlichkeiten p, = % und py = % gewinnt Anna

das Spiel mit der Wahrscheinlichkeit p;”(n =2) = 217 und Berta mit der Wahrscheinlichkeit

20
tot n= 2 =
Py ( ) 27

Fiir n = 3 wird der Baum — mit 38 Pfeilen — sehr uniibersichtlich.

Hier helfen kombinatorische Uberlegungen weiter, die z.B. fiir n = 4 darin bestehen, nachein-
ander die Elemente {A, A, A, A}, dann die Elemente {A, A, A, A, B}, {A, A, A, A, B, B}
und {A, A, A, A, B, B, B} zu permutieren. A steht dabei fiir einen Punktegewinn von Anna, B
fiir einen Punktegewinn von Berta, und die Reihenfolge entspricht der Reihenfolge, in wel-
cher Anna resp. Berta einen Punkt gewinnt. Es muss beriicksichtigt werden, dass das Spiel
nach jeweils den ersten vier A's, meist gemischt mit B's, fiir Anna gewonnen ist, was die An-
zahl der zu beriicksichtigenden Permutationen verringert.

Auf diese Weise kann fiir n = 3 die Formel

tot

P =3)=p, +3p. po+6p. Py (Gl. 3)

1 1 . -
gefunden werden, was fiir p, = 3 den Wert p*(n=3)= 8_71 ergibt. Es fillt bereits jetzt auf,

dass es fiir Anna mit zunehmendem n offenbar immer schwieriger wird, iiberhaupt ein Spiel
*(n) =0: Ist pp > pa , dann wird fiir n — oo der Gewinn des

a

zu gewinnen. Tatsdchlich ist lim p
n—eo

Spiels fiir Berta zur Gewissheit!

Die Uberlegungen mit den Permutationen erlauben es, die Wahrscheinlichkeit p.* (n) fiir den
Spielgewinn von Anna fiir ein beliebiges n wie folgt anzugeben:

n-1 k_l K
p:"(n) = Zkzo [n+k JP: (1—133) (Gl. 4)

Eine analoge Formel lésst sich fiir p;" (n) angeben. Die auftretenden Binomialkoeffizienten

finden sich auf der n—ten Diagonale des Pascal-Dreiecks. Diese Verteilung ist auch als 'Pas-
cal-Verteilung' oder 'negative Binomialverteilung' bekannt.

Unten sind im gleichen Diagramm die zu unseren Beispielwahrscheinlichkeiten p, = 5 und py

tot
a

tot

= % gehorigen Wahrscheinlichkeiten p,” (n)und p, (n) dargestellt:
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,P
L]

tof e © °

09 pbt(n) o ©
L]
L]
08 H °
L]

07

L]
06
05
04
03 b

L]

02 °

tot ® e

O
01l py) ® e

°® o o o
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(n) fiir Berta

(oben) in Abhéngigkeit von der Anzahl Punkte n, die fiir den Spielgewinn verlangt
sind.

Fig. 2: Wahrscheinlichkeit p;"(n) des Spielgewinns fiir Anna (unten) und p

Mit der oben angegebenen Formel fiir die gesamte Wahrscheinlichkeit ldsst sich der Erwar-
tungswert E(v) = V= Z:;; (P (n+k)+py (n+k))- (n+k) fiir die (mittlere) Anzahl der Ver-

a

suche angeben, die notig sind, bis das Spiel zu Ende ist:

n+k—1

v=z;‘) [ . )-(p:~(1—pa)k+(1—pa)“-pﬂk)-(n+k) (GL 5)

Dieser Erwartungswert E(v) ist im folgenden Diagramm in Abhingigkeit von n wiedergege-
ben:

E(v)
30

25
Fig. 3:

20 Erwartungswert der Spieldauer E(v) = V in Ab-

hingigkeit von der zum Spielgewinn noétigen

" Punktezahl n. Interessant ist die Proportionalitit

zwischen n und E(v), die sich asymptotisch fiir n

keitenist v = —-n.

o
| W
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Zweiter Teil: Potentiell unendlich lange Spiele

Anna und Berta vereinbaren nun ein neues Spiel: Jemand wirft — als Versuch — einen Spiel-
wiirfel. Zeigt der Wiirfel die Augenzahl 1 oder 2, erhilt Anna einen Punkt. Berta erhilt einen
Punkt, wenn der Wiirfel die Augenzahl 3, 4 oder 5 zeigt; zeigt der Wiirfel die Augenzahl 6,
wird erneut gewiirfelt. Dieser Versuch wird so oft wiederholt, bis entweder Anna oder Berta
drei Punkte erhalten hat, wodurch das Spiel beendet ist.

Anna hat somit bei jedem Versuch eine Wahrscheinlichkeit p, = % fiir den Erhalt eines Punk-
tes, wihrend Berta dafiir die Wahrscheinlichkeit p, = % hat. Es gibt weiter eine Wahrschein-

lichkeit px = é dafiir, dass bei einem Versuch weder Anna noch Berta einen Punkt erhilt und

einfach weitergewiirfelt werden muss.

Das Spiel kann theoretisch beliebig lange dauern, da beliebig lange Serien von Wiirfen mit
der Augenzahl 6 denkbar sind. Fiir n = 1 ldsst sich das Problem mit einem — bereits unendlich
grossen — Baum und einer geometrischen Reihe in iiblicher Weise 16sen:

pZ\"‘(n:l):pa+pxpa+pX2pa+...=pa(l +px+pX2+ )= % (GL. 6)

tot

Eine analoge Formel ergibt sich fiir p, (n =1). Wie sofort gezeigt werden kann, ist die Sum-

me dieser beiden Wahrscheinlichkeiten gleich 1, da px = (1 — p, — pp) ist. Dies ist offensicht-
lich, da tiber kurz oder lang Anna oder Berta den einzigen Punkt und damit das Spiel gewin-

. L . . 1 1
nen wird. Verwenden wir die oben erwdhnten Wahrscheinlichkeiten p, = 5 ,Ppr= E und px =

tot

é, so ergibt sich fiir p;"(n=1) = % und fiir p, (n=1)= % Dies ist eine nicht unerwartete

Aufteilung im Verhiltnis der elementaren Wahrscheinlichkeiten fiir den Gewinn eines Punk-
tes, wobei beriicksichtigt ist, dass das Spiel beliebig lange dauern konnte.

Fiir diesen einfachsten Fall n = 1 lésst sich wiederum die mittlere Spieldauer E(v) = V berech-
nen:
V. =1 (pa+Pp)+2 (PxPa+PxPb) +3 (Px Pa+Px Pb) +.oe
=(Pat+po) (1 +2p +3pl+4pc +..) (GL.7)

Der zweite Faktor ist eine bekannte, der geometrischen Reihe verwandte Reihe, wodurch sich
Gl. 7 vereinfacht zu

V= _(fa_‘“ppt;z (Gl 8)

Wieder mit den oben erwéhnten Wahrscheinlichkeiten p, = % Po= % und px = % ergibt sich

. . _ 6
eine mittlere Anzahl Versuche von Vv = g

Bereits fiir n > 1 ist jedoch die Methode der Baumdiagramme nur noch schwierig anwendbar,
da sich der Baum in Myriaden von unendlich langen Asten aufsplittert. Mit geeigneten Reihen
ist es aber durchaus moglich, dennoch die — hier vorweggenommenen — exakten Resultate fiir

Numéro 116 -

23



VSMP — SSPMP — SSIMF

den Spielgewinn von (z.B.) Anna herzuleiten, worauf hier aber nicht weiter eingegangen wer-
den soll:

n+k
ot n—1 n 1
pim) =" pa-pb[q] (GL.9)

n+k—1
k

Fiir px = 0 geht Gl. 9 in die in GI. 4 angegebene Pascal—Verteilung iiber.

Es bieten sich zwei andere Verfahren an: Am einfachsten kann eine solche Situation mit der
Monte—Carlo—Methode bearbeitet werden, womit fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
allerdings nur angenéherte Werte bestimmt werden konnen. Es werden z.B. einige Tausende
solcher Spiele mit Hilfe von Pseudozufallszahlen "durchgespielt" und die interessierenden
Mittelwerte berechnet.

Dies kann z.B. mit dem folgenden einfachen Programm (Mathematica) geschehen:

simnrmax = 100000; n =4; Fig. 4:
Mathematica—Programm zur Simu-

spiela = 0; spielb = 0; anzvers = 0; ! . . .
lation einer Serie von 100'000 Spie-

For[simnr = 1, simnr = simnrmax, simnr++,

len.

punktea = 0; punkteb = 0;

While[punktea < n && punkteb <n, Es werden 100'000 Spiele "durch-
¥ = Random [Integer, {1, 6}]; gespielt", hier fiir n = 4. Die Vari-
If[r =z 2, punktea++]; able punktea enthilt die Anzahl der
If[r=3&8r =5, punkteb++]; von Anna gesammelten Punkte. Die

Pseudozufallszahl r gibt die "ge-
wiirfelte" Augenzahl an. Die Vari-
able anzvers zdhlt die gesamte An-

anzvers++;];

If[punktea = n, spiela++];

If[punkteb = n, spielb++];]; zahl der Versuche, die Variable
{n, spiela/ simnrmax, spielb /simnrmax, spiela z&hlt die von Anna gewonne-
anzvers / simnrmax} // N nen Spiele.

Das Programm ergibt beispielsweise fiir n = 4, dass — im Mittel — Anna etwa 28.93 % und
Berta die restlichen 71.07 % der Spiele gewinnt, und dass fiir ein Spiel etwa v = 6.837 Ver-
suche bendtigt werden.

Die gleiche Simulation ergibt fiir n = 1, dass — im Mittel — Anna etwa 39.95 % und Berta die
restlichen 60.05 % der Spiele gewinnt, und dass fiir ein Spiel etwa v=1.203 Versuche beno-
tigt werden. Dies steht in bester Ubereinstimmung mit den oben angegebenen exakt berechne-
ten Werten.

Solche Simulationen, so niitzlich sie fiir den Praktiker sein mogen, bleiben dennoch in gewis-
ser Weise unbefriedigend, da keine exakten Werte bestimmt werden konnen. Um wiederum
exakte Werte zu finden, eignet sich die Beschreibung des Spiels mittels Markow—Ketten. Ei-
ne gute Einfithrung in dieses Thema findet sich beispielsweise im Buch von Arthur Engel,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, Band 2. Markow—Ketten sind generell definiert
durch Zustinde und die Ubergangswahrscheinlichkeiten von jedem solchen Zustand in jeden
anderen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten konnen in einer Ubergangsmatrix P zusammen-
gefasst werden.

Bei unserem Problem kann jeder mogliche Spielstand als ein Zustand aufgefasst werden. Fiir
n = 2 ergeben sich neun mogliche Zustéinde: 0:0, 0:1, 0:2, 1:0, 1:1, 1:2, 2:0, 2:1 und 2:2. So
soll der Zustand 1:2 beispielsweise bedeuten, dass Anna erst einen Punkt erhalten hat, Berta
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aber bereits deren zwei. Fiir ein beliebiges n ergeben sich (n + 1)* Zustiinde, wobei der Zu-
stand n:n gar nie erreicht werden kann. Der Einfachheit halber kann aber dieser Zustand den-
noch mitgefiihrt werden: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu diesem Zustand von allen
anderen Zustdnden aus werden einfach alle gleich Null gesetzt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem allgemeinen Zustand a:b (mit a, b < n) in den
Zustand (a + 1):b ist gleich p,, diejenige von a:b nach a:(b + 1) ist gleich py, und diejenige von
einem beliebigen Zustand in den wiederum gleichen Zustand ist gleich p. Die iibrigen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind gleich Null. Zustinde wie n:b oder a:n mit a, b < n heissen
absorbierende Zustinde, und die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem solchen Zustand in
wiederum den gleichen Zustand ist gleich 1.

Die Ubergangsmatrizen P sind quadratisch und haben (n + 1)* Zeilen und ebenso viele Spal-
ten, also fiir n = 4 bereits 625 Elemente! Die meisten dieser Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind aber gleich 0, da es z.B. nicht moglich ist, in genau einem Schritt vom Zustand 0:1 in den
Zustand 0:0 oder in den Zustand 1:2 zu gelangen.

Der Einfachheit halber soll hier nur auf das Problem mit n = 2 im Detail eingegangen werden.
Eine Erweiterung auf n > 2 ist zwar aufwéndig, aber problemlos méglich.
Die Ubergangsmatrix P sieht fiir n = 2 wie folgt aus:

ab [0:0]0:1]02]1:0]) 1:1]1:2]207)2:1])2:2
0:0 | px 0 0 0 0 0 0 0
0:1 ] po | Px 0 0 0 0 0 0
021 0 Po 1 0 0 0 0 0
1:0 | pa 0 0 Px 0 0 0 0 0
1:1 0 Pa 0 Po | Px 0 0 0 0
121 0 0 0 0 Po 1 0 0 0
201 O 0 0 Pa 0 0 1 0 0
2211 0 0 0 0 Pa 0 0 1 0
221 0 0 0 0 0 0 0 1

Fig. 5: Die 9 x 9 — Ubergangsmatrix P fiir n = 2. Die Matrixelemente geben jeweils die
Wahrscheinlichkeit an, mit welcher — in genau einem Versuch — von einem Zustand
a:b (in der obersten Zeile angegeben) ein Zustand a":b' (in der dussersten Spalte links
angegeben) erreicht werden kann.

Mit Hilfe dieser Ubergangsmatrix P l4sst sich nun die Wahrscheinlichkeit p(a,b,k) jedes Zu-
standes a:b nach k Versuchen berechnen:

p. 00 0 0 00 0 0\ (1 p(0,0.%))  Fig. 6:
p, P, 0 0 0 0 0 0 O 0 p(0,1,k) | Die Wahrscheinlichkeit eines Zu-
0O p, 1 0 00000 0 p(0,2,k) | stands nach k (mitk € N ) Versu-
p. 0 0 p. 0 000 0 0 p(1,0,k) | chen ist gegeben durch das Produkt
0 p. 0 p p. 000 0|«]|0]=|prLK d.er k—tf:n Potenz der Ubergangsmat-
0 0 0 0 Lo o o 0 (L2.0 rix P mit dem Anfangsvektor
Py LSSk (p(a,b,0)) (GL. 10). Die unterstri-

0 0 0pp 0 01 0O 0 p(2,0,k) Lo .

‘ ——— | chenen Wahrscheinlichkeiten ent-
0000 p 0010 0 PC2.LK) sprechen den vier absorbierenden
0O 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 Zustinden.
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Der Anfangsvektor (p(a, b, 0)) hat die Komponenten p(0,0,0) =1, respektive p(a,b,0) =0,

wenn a # 0 oder b # 0 ist, da zu Beginn des Spieles die Wahrscheinlichkeit des Spielstandes
0:0 gleich 1 ist und die Wahrscheinlichkeit jedes anderen Spielstandes gleich 0 ist. Die Wahr-
scheinlichkeit des Spielstandes p(2,2,k) ist und bleibt fiir jedes k gleich 0, da das Spiel jeweils
bereits vorher beendet ist: Die unterste Zeile und die letzte Spalte der oben angegebenen Mat-
rix P konnten, wie erwihnt, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit weggelassen werden.

Interessant ist es nun zu sehen, wie sich die Wahrscheinlichkeit jedes Zustandes mit zuneh-
mendem k dndert, was zusétzliche Erkenntnisse iiber den Spielverlauf ergibt:

11 p(a,b.K)

0.8]10:0

Fig. 7: Wahrscheinlichkeit eines Zustandes, d.h. eines Spielstandes, nach k Versuchen.
Lesebeispiel: Fiir k = 0 hat der Zustand 0:0 die Wahrscheinlichkeit 1 und nach einem

Versuch (k = 1) die Wahrscheinlichkeit é , wihrend der Zustand 0:1 bei k = 1 seine

maximale Wahrscheinlichkeit von 50 % erreicht.

Es zeigt sich bereits fiir k = 6 Versuche, dass die Wahrscheinlichkeiten aller Zustidnde wie
erwartet einem Grenzwert zustreben. Die Spielstidnde 0:0, 0:1, 1:0 und 1:1 werden immer un-
wahrscheinlicher, und die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten streben gegen 0.

Die Schlussbesetzung der Zustinde ergibt sich, indem die Grenzmatrix P = lim P*, die sich

k—o0

(z.B. mit Mathematica) leicht berechnen ldsst, mit dem Anfangszustandsvektor

T

L . 4 24 .
(1,0,0,0,0,0,0,0,0)T multipliziert wird, was das Resultat |0, 0,2,0, O,E,—,—,O ergibt.

25 125 25 125

Erneute Multiplikation von P mit diesem Resultatvektor beldsst diesen dann invariant.
Anna gewinnt folglich mit einer Wahrscheinlichkeit von 16 % mit einem Schlussspielstand
von 2:0, und mit 19.2 % mit 2:1, insgesamt also mit einer Wahrscheinlichkeit von 35.2 %;
Berta gewinnt mit einer Wahrscheinlichkeit von 36 % mit 0:2 und mit einer Wahrscheinlich-
1_<_eit von 28.8 % mit 1:2, insgesamt also mit einer Wahrscheinlichkeit von 64.8 %, was in
Ubereinstimmung steht mit dem in Gl. 9 angegebenen Resultat.
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Bei einem Verhiltnis der Grundwahrscheinlichkeiten p, : p, = 1 : 1.5 verhalten sich die ent-
sprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir den Spielgewinn also bereits wie 1 : 1.84. Es zeigt sich
hier das gleiche Phidnomen, das schon im ersten Teil (mit p, = 1 — pp, d.h. px = 0) zu beobach-

ten war: Wird die bendtigte Punktezahl n angehoben, strebt die Wahrscheinlichkeit py (n) fiir

den Spielgewinn der Spielerin mit der grosseren Grundwahrscheinlichkeit (py > p,) ebenfalls
wieder gegen 1, wie das in Fig. 8 veranschaulicht wird.

i
0s] 5
08 o o ° ° °
[} ® H
07 o °
L]
06 .
05
04 .
L]
03 °
L[]
[ ]
0.2 ® e
L] Y °
tot
01 p )
0 n
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

tot

Fig. 8: Wahrscheinlichkeit p\*(n) des Spielgewinns fiir Anna (unten) und p,"(n) fiir Berta

(oben), bei potentiell unendlich langen Spielen, in Abhéngigkeit von der Anzahl Punk-
te n, die fiir den Spielgewinn verlangt sind.

Mit Hilfe der Ubergangsmatrix P lisst sich auch hier wiederum die mittlere Spieldauer ¥
berechnen: Die bei einem allgemeinen n vorhandenen 2n absorbierenden Zustinde vergros-
sern zusammen beim k—ten Versuch ihre Wahrscheinlichkeit jeweils total um Apy® ; der Er-

wartungswert fiir v ergibt sich dann in tiblicher Weise als v = E(v) = ;: Ap. k. Diese

Reihe konvergiert in unserem einfachen Beispiel recht schnell: Mit n = 2 sind vier absorbie-
rende Zustdnde vorhanden, die ihren Beitrag zu Apk“’l liefern, und schon mit nur gerade 10
Summanden kann hier bereits der auf vier Dezimalen korrekte Wert v = 2.97589... fiir den

exakten Wert v = % Versuche gefunden werden.

So kann eine sehr einfache Fragestellung — wer erhilt zuerst drei Punkte? — schnell zu weite-
ren interessanten Fragestellungen und zu mathematisch reizvollen Resultaten fiihren.

Die hier vorgestellten Aufgaben und Losungen konnen Anregungen zur Losung des sog. Tei-
lungsproblems geben: Wie muss der Einsatz der Spielenden gerecht zuriickverteilt werden,
wenn ein solches Spiel vorzeitig abgebrochen werden muss?

Dieses Teilungsproblem wurde zum ersten Mal von Luca Pacioli (1494) gestellt, und Blaise
Pascal und Pierre de Fermat fiihrten dariiber einen ausfiihrlichen Briefwechsel.

Literatur:
Arthur Engel, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, Band 2.
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Berichte zu Maturaarbeiten
Peter Hansli, Alte Kantonsschule Aarau

Die folgenden Maturaarbeiten sind im Schuljahr 2009/10 im Schwerpunktfach PAM (12./13.
Schuljahr, Teil AM je 3 Wochenlektionen) entstanden. Als es darum ging, Themen fiir Maturaar-
beiten zu finden, bemiihte ich mich im Unterricht wenn immer moglich, Werbung fiir Maturaar-
beiten im Fach Mathematik zu machen. Meine Absicht war, ausgehend von gerade behandelten
Themen mogliche Ausblicke auf Vertiefungen oder Erweiterungen zu machen. Das Konzept war
offensichtlich erfolgreich, denn ich erhielt in der Folge Anfragen von neun Schiilerinnen und
Schiilern. Aus Kapazitatsgriinden konnte ich nicht mehr als drei Arbeiten betreuen. Ihre Themen
waren:

¢ Das Apollonische Beriihrungsproblem: Algebraisch geldst und visualisiert

¢ Kilassifikation der Kegelschnittgleichung

* Mobiustransformationen: Klassifikation und Visualisierung
Allen drei Arbeiten ist gemeinsam, dass sie von klassischen Fragestellungen ausgehen, zu denen
es viel Literatur gibt. Neu ist hingegen, dass die klassischen Losungen erginzt wurden durch
eine Realisierung in Visual Basic. Der klassische Teil macht dann gerade mal die Analyse des
Problems aus. Bei der dritten Arbeit wurde zu Illustrationszwecken zusatzlich auch Cinderalla
eingesetzt. Damit konnten insbesondere Iterationen von Mébiustransformationen geschickt
demonstriert werden.

1. Maturaarbeit:
Das Apollonische Beriihrungsproblem: Algebraisch gelést und visualisiert

Problemstellung:

Zu drei beliebig vorgegebenen Kreisen soll ein vierter konstruiert werden, welcher die drei ge-
gebenen beriihrt. Unter Kreisen versteht man in diesem Zusammenhang auch Punkte und Gera-
den. Dadurch erhélt man insgesamt zehn verschiedene Probleme. Je nach Problem ergeben sich
maximal acht Losungen.

Ergebnisse und Erfahrungen:

Die Schiilerin SS und der Schiiler AB hatten schon vom Apollonischen Beriihrungsproblem ge-
hort und wollten sdmtliche zehn Probleme l6sen. IThre Idee war, die geometrischen Konstruktio-
nen aus einem Buch aus dem Jahre 1890 ins Algebraische zu tlibersetzen. Sie merkten bald, dass
dies ein riesiges Unterfangen und reichlich kompliziert war. Deshalb begannen sie unabhéngig
vom Buch, die zehn Aufgaben algebraisch zu l6sen. Damit beschéftigte sich in erster Linie SS,
wahrend AB sich selbstdndig in Visual Basic einarbeitete und die Losungen von SS in ein ausge-
kliigeltes Programm iibersetzte. Die Arbeit enthélt fiir jedes der zehn Probleme den algebrai-
schen Losungsweg mit einer kurzen Analyse der Losungen und einer graphischen Darstellung.
Im Anhang befinden sich der Quellcode des Visual-Basic-Programms und eine CD mit einem exe-
File. Dieses erlaubt es dem Leser, ein beliebiges der zehn Probleme in irgendeiner Disposition
vorzugeben, sdmtliche Losungen zu berechnen und graphisch darzustellen.

2. Maturaarbeit:
Klassifikation der Kegelschnittgleichung

Problemstellung:

Die Kegelschnitte lassen sich durch algebraische Gleichungen zweiten Grades in zwei Unbekann-
ten beschreiben. Das Ziel der Arbeit bestand darin, umgekehrt eine beliebig vorgegebene Glei-
chung der erwidhnten Art als Kegelschnitt zu klassifizieren. Zudem sollte ein Visual-Basic-
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Programm geschrieben werden, das den betreffenden Kegelschnitt darstellt und seine geometri-
schen Parameter bestimmt.

Ergebnisse und Erfahrungen:

Im Unterricht wurden die Kegelschnitte als geometrische Orter eingefiihrt und durch Gleichun-
gen beschrieben. Ein anderes Thema waren Matrizen und lineare Abbildungen. Der Schiiler NG
16ste nun die Aufgabe, indem er die Hauptachsentransformation mittels Diagonalisierung der
zur Gleichung gehdrenden symmetrischen 2x2-Matrix vornahm. Er bewaltigte die Aufgabe gut
und mehrheitlich selbstdndig. Von mir erhielt er lediglich ein paar entscheidende Inputs. Ich
iiberliess es aber ihm, die Details auszuarbeiten und zu einem einheitlichen Ganzen zusammen-
zufiigen. Sein Hauptbeitrag war ein Visual-Basic-Programm, das er vollstandig alleine entwickel-
te. Seine Rechnungen dienten ihm dabei als Grundlage. Aus Zeitgriinden fehlen leider eine iiber-
sichtliche Darstellung aller Fille und eine genauere Untersuchung der Spezialfille. Das Pro-
gramm hingegen leistet hervorragende Dienste und erfiillt die gestellten Erwartungen.

3. Maturaarbeit:
Mobiustransformationen: Klassifikation und Visualisierung

Problemstellung:

Jede Mobiustransformation lasst sich in eine der folgenden Klassen einteilen: Loxodromische,
hyperbolische, elliptische oder parabolische Transformationen. Die vier Typen unterscheiden
sich in der Anzahl ihrer Fixpunkte und in ihrem Iterationsverhalten. Typische Vertreter sind die
Drehstreckungen, die reinen Streckungen, die reinen Drehungen bzw. die Translationen. Man
kann zeigen, dass jede Mobiustransformation bis auf eine Bewegung der Riemannschen Sphare
ahnlich (d.h. kongruent im Sinne der Gruppentheorie) zu einem der genannten typischen Vertre-
ter ist. Dabei ist die Spur der Abbildung eine Invariante, mit der sich die Einteilung in die vier
Typen vornehmen lasst.

Ergebnisse und Erfahrungen:

Im Unterricht wurden komplexe Zahlen eingefiihrt. Danach behandelten wir komplexe Abbil-
dungen, in erster Linie ganze und gebrochen lineare (d.h. Mébiustransformationen). Die Schiile-
rin SH und der Schiiler PS wollten eine Maturaarbeit in Mathematik schreiben. Das gewahlte
Thema ergab sich erst nach langeren gemeinsamen Vorarbeiten. Die Arbeit besteht zunédchst aus
einer Einfithrung in die Thematik. Dabei hat SH mit Hilfe der interaktiven Geometrie-Software
Cinderella viele Aspekte im Zusammenhang mit komplexen Zahlen und Abbildungen visualisiert.
PS entwickelte dariiber hinaus ein umfangreiches Visual-Basic-Programm, welches eine beliebi-
ge Mobiustransformation im oben erwdhnten Sinne klassifiziert und ihr Iterationsverhalten vi-
sualisiert. Die verschiedenen Files sind auf der beigelegten CD enthalten.

Diese Arbeit ist fiir Gymnasiasten auf einem relativ hohen Niveau. SH und PS mussten vieles sel-
ber erarbeiten und vertiefen. Sie waren auf mehrere Inputs meinerseits angewiesen, was durch-
aus verstandlich ist. Mich hat diese Arbeit auch viel Zeit gekostet, da ich mich selber einlesen
musste, um mithelfen zu konnen, ein realistisches Ziel zu definieren und den Weg dorthin zu
finden. Es ist sozusagen eine echte Arbeitsgemeinschaft entstanden und sie hat Spass gemacht.

Bei allfalligen Fragen freue ich mich auf Ihr Mail an peter.haensli@alte-kanti-aarau.ch.
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Ein Satz zum geometrischen Mittel zweier Dreiecksseiten

Annina Schmid, Kantonsschule Frauenfeld

Im Artikel ,,Das Zeichnen der logarithmischen Spirale mit dem Zirkel“ (erschienen in der Ausgabe Nummer
115) bewies Peter Gallin einen Hilfssatz zum geometrischen Mittel zweier Dreiecksseiten mit Hilfe des Satzes
von Pythagoras. Als Studentin seiner Vorlesung , Kernideen zum gymnasialen Mathematikunterricht“ lernte
ich diesen Hilfssatz kennen und erhielt die Hausaufgabe ihn zu beweisen. Mit etwas Gliick stiess ich beim
Bearbeiten der Aufgabe auf den Sehnensatz und erkannte, dass sich der Hilfssatz damit recht einfach beweisen
ldsst. Aus diesem Grund bat mich Peter Gallin zu seinem Artikel den folgenden Nachtrag zu schreiben.

Im erwédhnten Artikel wird festgestellt, dass das geometrische Mittel zweier Seiten eines Dreiecks ABC als
eine Lange auf der Winkelhalbierenden der beiden Seiten konstruiert werden kann. Wihlen wir beispielsweise
die Seiten a und b, dann miissen dazu sowohl die innere als auch die dussere Winkelhalbierende der Ecke C
konstruiert werden. Die Schnittpunkte dieser Winkelhalbierenden mit dem Umkreis bezeichnen wir mit W und
Z. Es ist bekannt, dass diese beiden Punkte zusiitzlich auf der Mittelsenkrechten der Seite AB liegen. Der
Kreis mit Mittelpunkt Z und Radius |Z A| schneidet dann die innere Winkelhalbierende im Punkt G und geht
ausserdem auch durch B. (Vergleiche dazu die untenstehende Abbildung.)

Wir kénnen nun zeigen: Das geometrische Mittel vab der Seiten a und b kann als Linge g = |CG| aus der
Konstruktion herausgelesen werden.

Beweis mit Hilfe des Sehnensatzes

Der Beweis ist recht einfach einzusehen, wenn
man die zusitzlichen Punkte G’ und D ein-
zeichnet. G’ liegt auf der Verlingerung von
CG und auf dem Kreis mit Mittelpunkt Z und
Radius |ZA|. Da die innere und die dussere
Winkelhalbierende der Ecke C senkrecht auf-
einander stehen, ist G’ der Bildpunkt des an
CZ gespiegelten Punktes G und es gilt g =
|CG| = |CG’|. Ausserdem erhidlt man D in-
dem man die Seite BC soweit um C' dreht, bis
diese in der Verldngerung von AC zu liegen
kommt. Da das Dreieck BC'D gleichschenk-
lig ist, ist die &dussere Winkelhalbierende der
Ecke C die Mittelsenkrechten der Strecke BD.
Somit geht der Kreis mit Mittelpunkt Z und
Radius |ZA| auch durch den Punkt D, ist al-
so Umkreis des Dreiecks ABD. Der Sehnen-
satz in diesem Kreis mit den beiden sich in C
schneidenden Sehnen AD und GG’ impliziert
nun |[CG|-|CG'| = |CA| - |CD|, was gleichbe-
deutend ist mit ¢> = ab. Damit ist ¢ = Vab ”
bewiesen. O
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‘Q’ Une éolienne
Ve sur le toit du Gymnase de Nyon

Action de sensibilisation aux énergies renouvelables

Lors de sa séance ordinaire de mars 2011, la CRP a eu 'occasion de visiter le Centre didactique des énergies
renouvelables du Gymnase de Nyon, ci aprés: CAERN. A la suite de cette visite, il a été décidé de rédiger un
article du bulletin pour en montrer 'intérét.

De quoi s’agit-il ?

Un dispositif comprenant un site internet, des panneaux d’exposition sur les énergies renouvelables (réalisés
par une classe), des panneaux solaires photovoltaiques, des panneaux solaires thermiques et une éolienne.

Pourquoi ?

L’enseignement de ’énergie faisant partie du programme d’étude de tous les éleves, la volonté politique du
Grand Conseil vaudois étant manifeste en faveur des énergies renouvelables et une conjonction d’éleves motivés
et d’'un maitre enthousiaste ont contribué a mettre en route ce projet.

Comment faire ?7

Des problemes d’énergie, tout le monde en parle, mais peu de personnes réalisent quelque chose pour les
résoudre. Conscients de cette contradiction et soucieux de s’engager, des éleves de 2e année ont décidé de
passer a ’acte avec le soutien actif de leur maitre de physique, M. D. Friedli, Docteur es sciences, et par ailleurs
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chef de file de la physique. C’est ainsi qu’il a été décidé de tenter de produire par des moyens renouvelables
I’énergie consommée pour ’enseignement de la physique au gymnase.

La décision prise, des estimations de consommation ont été faites pour le chauffage, I’eau chaude, ’électricité
(principalement Péclairage) et pour les TP donnant environ 12 kWh en moyenne journaliere. Pouvait-on les
couvrir entierement a ’aide d’énergies renouvelables? En jouant sur un bilan global de ce qui peut étre injecté
dans le réseau et de ce qui est consommé effectivement, il valait la peine de tenter ’aventure.

Pratiquement, avec le soutien du Directeur M. Y. Deluz et 'intérét des Services Industriels de Nyon et du
Département de la Formation du Canton de Vaud, le CAERN a été réalisé pour une somme totale d’environ
75’000 francs.

Pourquoi faire ?

Parler d’énergie c’est bien, donner des cours sur I’énergie c’est encore mieux, mais s’en préoccuper régulierement
c’est une autre affaire. La pratique des expositions est courante dans le Gymnase, au moins trois par année
toutes branches confondues, mais on constate toujours que I'intérét est volatil. Mener des actions qui interpellent
toute ’année est plus difficile. L’affichage en continu de la production d’électricité est aussi anecdotique. Qui
regarde encore, par exemple, a la gare CFF de Morges la production instantanée et cumulée des panneaux
solaires déposés sur les marquises?

L’installation d’une éolienne sur le toit du Gymnase, objet visible loin a la ronde, suscite régulierement des
questions. Il n’y a pas de jour sans que I'un ou 'autre des huit collegues de physique ne soit interpellé pour
savoir comment ¢a marche, combien d’électricité elle produit, si elle peut supporter les coups de bises, etc.

Les professeurs de physique disposent de ’enregistrement des données jour apres jour et peuvent établir des
bilans d’énergie et montrer des relations < ensoleillement — production > pour le photovoltaique et < régime
des vents — production > pour I’éolien. Ceci grace a une station météo gérée par 'EPFL et installée sur le toit
du gymnase.

Bilan provisoire

Apres une année de fonctionnement du site au complet, on peut relever une production journaliere moyenne de
6.0 kWh pour le thermique (panneaux d’un total de 5 m?), 3.6 kWh pour le photovoltaique (panneaux d’un
total de 9 m?) et 0.6 kWh pour I’éolienne (3.72 m de diametre).

L’éolienne a des performances assez décevantes, mais le site est en plaine et trés turbulent (zone urbanisée;
taille du mét abaissée pour des questions architecturales liées & des standards). On pourrait par exemple
la remplacer par une pompe a chaleur sur un autre site. La consommation de la physique n’est donc pas
totalement couverte (il manque de 'ordre de 20%). Il faut Pavouer et se confronter & la réalité: on ne peut pas
tout simplement substituer du renouvelable au non durable, il faut aussi veiller & diminuer sa consommation!

Avec le CAERN et son utilisation avec les éleves, un objectif didactique d’intérét et de sensibilisation aux
questions d’énergie est pleinement atteint.

Pour toute information supplémentaire, vous pouvez vous référer au site http://www.ocinfo.ch/physique/cdern/
ou contacter M. D. Friedli par courriel: friedli.d@bluewin.ch

Au nom de la CRP

J-D Monod
Président
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Le deltaédre convexe a 12 faces
Jean Piquerez

Dans une parution du Collége Rousseau (Dispositif de recherche : polyedres, Volume 1, par
Pierre Bolli et Madeline Humbert), un exercice est consacré a répertorier et a décrire, grace a
la formule d’Euler, les delta¢dres convexes sachant qu’ils sont au nombre de huit. Rappelons
qu’un deltaédre est un polyédre formé exclusivement de triangles équilatéraux. Sept d’entre
eux sont cités et décrits dans la réponse de I’ouvrage, alors que le 8™, & 12 faces, n’est que
suggéré sous la forme d’une phrase quelque peu sibylline, a savoir : « On obtient un tel
polyeédre a partir d’une bipyramide pentagonale que I’on fait « bailler » (voir figures ci-
dessous) en un sommet des bases communes pour y insérer 2 triangles équilatéraux. C’est
désormais ce polyedre qui retiendra 1’attention dans cet article. Il peut se construire comme
suit :

On construit la bipyramide S'- ABCDE - S", puis on reléve suffisamment par rotation autour
d’une aréte les 4 triangles S'AE,S'AB,S"AE et S'AB (en gris) pour y insérer (en noir) les
deux triangles EA4 4, et BA,A, et, enfin, on joint 4, a 4; et A, a A, afin d’obtenir la figure ci-
dessous. Remarquons que C',D', A et A" sont des sommets d’ordre 4 et B,E',S, et S, sont,
quant a eux, d’ordre 5.
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Remarque : Il est fortement conseillé de faire un modéle en carton.

Je n’ai pas trouvé de construction géométrique simple pour déterminer les sommets. On peut
bien entendu imaginer un systéme de tiges articulées de longueur 2, les points 4;,4; d’une
part, et 4,,4, d’autre part, étant assujettis a se mouvoir dans des plans paralléles a (BCDE)
et a une distance 1 de ce dernier de sorte que 4, et 4, (respectivement 4, €t 4,) se rejoignent
en A (respectivement en A") en tirant S' et S" le long d’un cercle, intersection d’une
sphére de rayon 2 et de centre D avec le plan médiateur de [CD] jusqu’a ce que S' vienne
en S, et S"ens,.

J’ai alors essayé de déterminer les coordonnées de ses huit sommets, en observant qu’il y
avait, d’une part, deux plans de symétrie (B'C'D'E") et (S,S,44") et que, d’autre part, un
quart de tour, dans un sens ou dans ’autre, autour de la droite joignant le milieu M du
segment [C /D/] avec le milieu N du segment [A/A”] , perpendiculaire commune aux droites
(C'D') et (A A") suivie d’un demi tour selon une perpendiculaire au plan (B C'D'E’) passant
par le milieu de [MN] semblait laisser en place ce polyédre. Tenant compte de ces
considérations, posons :

D'(- a;- ,0),C'(- 4;1;0), E'(; - ¢;0), B'(b; ¢;0), A (a; 0;1), 4'(a;0; - 1), S, (- b; 0. et S, (- b;0;- ¢)
et supposons que chaque aréte soit de longueur 2 par commodité.

Comme E'D' = E'S, = E'4A'= 2 il vient :

(b+a)+(c-1Y=4) a+b°+c*+2ab-2c=3 (1) c=2ab (4)=()-(2)
(b-a)+cP+1=4le a+b+c*-2ab=3 (2) |> . a’-
267+ 2¢% = 4 b+ =2 (3) T 24

2
> c=a-1

Lo-@-0)

1
a’- 1D 1+
( )( 4q°

):2: 40°-Ta-6a +1=0 avec ¢ = o°

o =2,3450u0,14= a= 1,53 ou 0,37
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Il est manifeste que seule la 1°° valeur de @ convient (on peut d’ailleurs montrer sans
difficulté que ?s a < %+ 3 en raisonnant dans le quadrilatére MD'E'N sachant que

MD'=1,DE'= 2, EN= /3 et S NMD' = 90° ). Alors on trouve : c= 1,34 eth= 0,44, d’ou :
A4, (-1,53;- 1,0), 4, (- 1,53;1;0), 4,(0,44;- 1,34;0), 4,(0,44;1,34;0) et

B (1,53;0;1), B,(1,53;0;- 1), By(- 0,44;0;1,34), B,(- 0,44;0;- 1,34) .

On peut alors facilement vérifier par le calcul la convexité de ce polyedre.

Ce polyédre posséde deux symétries planaires S, et S, de plans p = (Oxy) et g = (Oxz) dont
la composition est un demi-tour R, d’axe Ox . Matriciellement, on a :

10 0 1 0 0 1 0 0
M(S)=|0 1 0[,M(S)=[0 -1 0| etM(S,08,)= M(S,oS,)= M(R)={0 -1 0
00 -1 0 0 1 0 0 -1

Les composées d’un quart de tour d’axe (Ox) suivi d’un demi tour d’axe (Oz) conservent le
polyedre et sont des demi-tours R, (respectivement R, ) d’axe d, (respectivement d,)
d’équations x= 0 ety = z (respectivement x= 0 ety = - z) . Matriciellement, on a :
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0 0\(-1 0 0\ (-1 0 0} (-1 0 0\/-1 0 0
M@R,)={0 0 -1/ 0 -1 0/={0 0 -1{=|0 -1 0/[0 0 -1
1 oJlo o0 1 10/ ({0 o 1/{o 1 o0
1 0 0(/-1 0 0, (-1 0 0\ (-1 0 0\(-1 0 0
M@R,)={0 0 1/[0 -1 0f- 0 1|=]0 -1 0[[0 0 1
0 -10/lo o 1] o 10 (o o 1/{0 -10

Remarque : il n’est pas facile de voir que R, €t R, conservent le deltaédre.

La composition de ces nouvelles rotations avec S, €t S, donne :

-1 0 0\/1 0 0y (-1 0 O
MR, 0S)=10 0 -1[/0 1 0|=[0 0 1|=M(R,0S,)=M(f)
0 -1 0J{0 0 -1/ [0 -10
-1 0 01 0 0} (-1 0 O
M(R,oS)=| 0 0 1{|0 1 0[=[0 0 -1/=M(R,°S,)=M(g)
0 1 0/l0 0 -1/ (0 1 0O

ou f etg sont des involutions de déterminant - 1 qui ne sont pas des symétries planaires.

Le groupe des symétries de ce deltaédre a la table suivante :

I R, R, R S S [ g

I |1 R R, R S, S, f g

R, |R, I R R, f g S, S,
R, |R, R I R, g f S S,
R |R R, R, I S, S, g f
s, s, f g S I R R R,
S,|s, ¢ f S, R I R, R
flr S S, g R R, I R

g|lg S, S, f R, R R I

Il est isomorphe & D,x C, = C,x C)x C, .
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SCHWEIZER JUGEND FORSCHT

LA SCIENCE APPELLE LES JEUNES
SCIENZA E GIOVENTU

SCIENZA E GIUVENTETGNA

,Faszination Informatik“

Schweizer Jugend forscht organisiert vom 4. bis 10. September 2011 eine Informatik-Studienwoche fir 16-
20-jahrige Schiiler/-innen aus der ganzen Schweiz. Mit kompetenter Unterstiitzung von Fachexperten der
Universitaten Basel, Lugano und Neuenburg sowie der Fachhochschule Nordwestschweiz, darf wahrend
sechs Tagen an einem Informatikprojekt getiftelt und progammiert werden. Die Angebote der Hochschulen
reichen von der Entwicklung einfacher Spiele z.B. fir Android Mobiltelefone bis hin zur Arbeit mit Robotern
und Quadrocoptern.

Auf unserer Website www.sjf.ch (Studienwochen > Faszination Informatik) finden Sie weitere Informationen
sowie den Link zur Anmeldung (Anmeldeschluss: 29. Juli 2011). Wir freuen uns, interessierten Jugendlichen
zu zeigen wie spannend und vielseitig die Informationstechnologie ist.

»Fascination informatique*

La Science appelle les jeunes organise du 4 au 10 septembre 2011 une semaine d’étude d’informatique
pour des éléves de 16 a 20 ans issus de toute la Suisse. Avec le soutien compétent d’experts des
universités de Bale, Lugano et Neuchatel ainsi que de la Haute école spécialisée du Nord Ouest de la
Suisse, les éleves effectueront pendant six jours des recherches et programmations sur un projet
informatique. Les offres des hautes écoles vont du développement de jouets simples, par ex. pour des
téléphones mobiles Android, au travail avec des robots et des quadrocoptéres.

Sur notre site Web www.sjf.ch (Semaines d’étude > Fascination informatique), vous trouverez d’autres
informations ainsi que le lien pour vous inscrire (date limite: le 29 juillet 2011). Nous nous réjouissons de
montrer a des jeunes intéressés a quel point la technologie de I'information peut étre captivante et variée.

“Il fascino dell’informatica”

Dal 4 al 10 settembre 2011 Scienza e gioventu organizza una settimana di studio dedicata all'informatica
alla quale possono partecipare giovani studenti provenienti da tutta la Svizzera di eta compresatrai16 e i
20 anni. Sotto la competente guida di esperti ricercatori delle Universita di Basilea, Lugano e Neuchéatel e
della Scuola Universitaria Professionale della Svizzera Nordoccidentale, i giovani potranno sviluppare un
progetto informatico e approfondire le loro competenze di programmazione: i progetti proposti dalle
Universita ospitanti spaziano dalla realizzazione di semplici giochi per telefoni cellulari con sistema
operativo Android fino alla programmazione di robot o quadricotteri.

Sul sito www.sjf.ch (alla rubrica settimane di studio) sono disponibili ulteriori informazioni e puo essere
scaricato il formulario d’iscrizione (termine: 29 luglio 2011). Aspettiamo con gioia le iscrizioni di tanti giovani
motivati e desiderosi di scoprire quanto versatili ed entusiasmanti possono essere le tecnologie
informatiche.

—-—vemuun Uie €INzelnen
auch mehrere Schichten von

darzustellen. Dadurch werden sie viel
e das es sinnvoll ist in diesem Bereich
ten direkt in 3D Korper umgewandelt
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C\N\JS,

Cours de perfectionnement 2011

Mathématiques et sciences de I'Univers

Brissago (TI), 27-30 septembre 2011

Objectif du cours

Les mathématiques ont depuis toujours été au centre de nos tentatives pour comprendre 'Univers qui
nous entoure et ceci a plusieurs niveaux: la mécanique céleste nous donne les clés de compréhension
du systeme solaire; la géométrie Riemannienne et la topologie fournissent des modeéles de I'Univers et
une grande variété d’outils mathématiques est nécessaire dans I'exploration spatiale.

La CRM en collaboration avec la CMSI organise le cours de perfectionnement 2011 consacré aux liens
entre les mathématiques, 'astronomie, ’'astrophysique et la cosmologie. Liobjectif du cours est de per-
mettre aux participants de découvrir comment les mathématiques sont utilisées pour construire des
modeles de 'Univers et de son évolution. Parmi les sujets qui seront traités sont prévus des rudiments
de relativité générale (et ses conséquences: existence de trous noirs, ondes gravitationnelles, etc.) ainsi
que des bases de cosmologie (modeéles cosmologiques, composition de I'Univers, rayonnement fossile).
Un apergu des dévéloppements récents sera aussi proposé (univers a plus de quatre dimensions, nature
de la matiére noire et de '’énergie sombre).

Un soin particulier sera donné pour rendre le sujet accessible a un public de non-spécialistes.

Conférenciers
Ruth Durrer (Université de Geneve) Gerhard Wanner (Université de Geneve)
Martin Kunz (Université de Geneéve) Katarzyna Zuleta (Gymnase de Nyon)

Georges Meynet (Observatoire de Geneéve)

Inscription Lieu du cours
WBZ CPS Berne Parkhotel Brenscino
Cours WBZ CPS 11.04.20 Via Sacro Monte 21
www.webpalette.ch 6614 Brissago
Délai d’inscription : 30 juin 2011 091 786 81 11
Prix du cours : 350.- info@brenscino.ch
www.brenscino.ch
Renseignements Prix de hotel
José Luis Zuleta 130 a 158 CHF par personne et par jour en
Avenue de France 47 chambre individuelle avec demi-pension.
1004 Lausanne Les participants sont priés d’effectuer eux-
021 624 25 46 mémes leur réservation avant le 30 juin 2011.

joseluis.zuletaestrugo@epfl.ch
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Do you speak physics? Parlez-vous les maths?

An alle, die Mathematik und / oder Physik immersiv unterrichten (werden):

Wir nehmen die Tradition wieder auf und bieten den 5. Kurs fiir Immersions-
lehrkrafte in Mathematik oder Physik an. Im Zentrum des Kurses steht wie immer
der Erfahrungsaustausch.

Rosemay McGuigan wird aus ihrer langjahrigen Laufbahn als Immersionslehrerin
fir Mathematik in Englisch berichten. Zudem sind Inputs zu Themen wie «Einstieg
in den Immersionsunterrichty, «Korrektur von Sprachfehlern im Unterrichty,
«Alternative Bewertung» oder «International Young Physicists' Tournament als
Erweiterung des Immersionsunterrichts» geplant. Besuche von Mathematik- und
Physiklektionen an der Kantonsschule Wettingen bilden den Ausgangspunkt fiir
Diskussionen. Durch Gesprache mit IB-Schilerlnnen, Tipps zu uber Biichern und
Material und informellen Austausch ergeben sich Anregungen fir den eigenen
Unterricht.

Der Kurs richtet sich an Immersionslehrpersonen der Stufe Sek Il. Immersions-
erfahrung oder Beitrage sind willkommen, aber nicht Bedingung.

Kursdaten: Freitag/Samstag 2. — 3. September 201 |

Kursort: Kantonsschule Wettingen

Kurskosten: CHF 250

Anmeldung unter www.webpalette.ch bis spatestens 30. Juni 201 |
Bei Fragen wenden Sie sich bitte an Dana Rudinger, rud(at)kswe.ch
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Weiterbildungskurs
Spektroskopie in der Astronomie

Kursort: Brig/Simplon
Kursdaten: Freitag/Samstag 18./19. November 2011

Anmeldefrist: 16.09.2011

Kursinhalte

Mit spektroskopischen Methoden wird zurzeit intensiv nach extrasolaren Planeten
gesucht. Ziel des Kurses ist es, die Grundlagen der Spektroskopie zu zeigen und
anhand von Beispielen auch fiir den Unterricht zuganglich zu machen.

Ziele

Die Kursteilnehmer

- lernen die Grundlagen der Spektroskopie

- bekommen Unterlagen, welche direkt im Unterricht gebraucht werden kénnen

- werden Uber den neusten Stand der Suche nach extrasolaren Planeten informiert

Methoden: Ateliers, Diskussion, Gruppenarbeit, Referat

Zielgruppe: Lehrpersonen fiir Physik der Sekundarstufe 2

Kursleitung

Martin Henzen, Kantonales Kollegium Spiritus Sanctus, Kollegiumsplatz 1, 3900 Brig
Tel: 027 922 29 20, E-Mail: martin.henzen@spiritus.ch

Referenten

- Hugo Kalbermatten, Prasident AGO, Bitsch

- Hans Roth, ehem. Physiklehrer

- Hans Martin Schmid, PD ETH Zirich

Kurskosten: Fr. 360.00

Kurs-1D WBZ_11_05_03
Anmeldung Gber die WBZ: http://www.webpalette.ch/dyn/178395.asp
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Ja - Oui - Si

Ich mochte Mitglied des Vereins Schweizerischer Mathematik- und Physiklehrkrifte (VSMP)
sowie des Vereins Schweizerischer Gymnasiallehrerinnen und -lehrer (VSG) werden.

J'aimerais devenir membre de la Société Suisse des Professeurs de Mathématique et de
Physique (SSPMP) et de la société suisse des professeurs de I’enseignement secondaire
(SSPES).

Desidero diventare membro della Societa Svizzera degli Insegnanti di Matematica e Fisica
(SSIMF) e della Societa Svizzera degli Insegnanti delle Scuole Secondarie (SSISS).

Beitrag/Montant/Quota:  Fr. 120.- (VSG-SSPES-SSISS) + Fr. 40.- (SSIMF-SSPMP-VSMP)

Frau/Mme/Sig.ra [ | Herr/M./Sig. [ | Prof. [] Dr. []

Name/NOM/COZNOME: .....eerurieiieriiiiiieiienieeteenite ettt esteesareeteenbeessaeesteesbeessteenseessseenseesseesnsesnnes
Vorname/PrenOm/INOITIE: ......cc.evieiiririiiniirienieetent ettt sttt ettt et st st e bt sae et e bt entesaeenesbeeaeen
Adresse/Indirizzo (Privat/Privato): ....cc.ooceerieeieerieneeiteeieesiee et stee sttt steesatesbeesieesaaeebeenae
PIZ-Ort/NP-Ville/CAP-LUOZO: .....coutiiiriiiiiiieieeietete ettt ettt st sae e
(I 1T 1 o A o 1T PRSP
Email: oo e (TeD): e
(Geburtsdatum/Date de naissance/Data di NASCItA): .........oeeevueeeeeeeiieeeeeeeeeee e eeereeeeeeaeeens
Sprache/Langue/Lingua: D[] F[] L[]

Schule/école/scuola: .........covevenenieieccecncnnnn Kanton/canton/cantone: ............ccccceeeveueenene

Kategorie/Catégorie/Categoria: activ/actif/attivo]] passive/passif/passivo[:]
Student/-in, étudiant(e), studente/ssa. |:|

Einsenden an/envoyer a/inviare a:
VSG-SSPES-SSISS, Postfach 8742 (Waisenhausplatz 14), 3001 Bern

oder per Internet: www.vsg-sspes.ch
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