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Eleganter Beweis des 2-Quadrate resp.
4-Quadrate-Satzes
Einleitung

Vor etwa einem Jahr begegnete ich auf den Seiten 6-9 des Buches ,,Combinatorial Geometry* [1] einem mir
unbekannten und m.E. erstaunlich kurzen, sehr eleganten Beweis des 2-Quadrate- resp. 4-Quadrate-Satzes.
Weil diese Beweise manchen Mathematikern unbekannt zu sein scheinen und weil sie fiir einen Teil der Le-
serschaft des VSMP-Bulletins von Interesse sein konnten, werde ich diese Beweise gerne darlegen, wobei ich
die Argumentation in [1] der hoffentlich besseren Verstdandlichkeit halber z.T. anpassen (z.B. mit Detailaus-
fiihrungen ergénzen) werde.

Statt jetzt aber sogleich mit den ersten Beweisschritten fiir den 2-Quadrate-Satz zu beginnen, wollen wir diese
Einleitung noch einen Moment weiterfithren. Denn als hoffentlich niitzliche Orientierungshilfe mochten wir
einen wenigstens groben Einblick in die dem Beweis des 2-Quadrate-Satzes zugrundeliegende Strategie geben,
allerdings ohne jegliche Begriindungen (welche spéter, d.h. in den néchsten drei Kapiteln, erfolgen werden).
- Nun, der 2-Quadrate-Satz besagt ja, dass jede Primzahl der Form p=4n+1 ,n €N , als Summe der
Quadrate zweier ganzer Zahlen geschrieben werden kann. Die kleinsten Primzahlen von dieser Form sind p =
5,13,17,29,37, ... ; das zur Illustration gut geeignete Beispiel p =13 betrachtend, kann die Beweisstrategie
wie folgt umrissen werden:

e Man betrachtet das 2-dimensionale Gitter in Z? , wel- 1Y
: ~_ (1 —_ (0

ches durch die Vektoren v := (5) und w = ( 13) er- ®

zeugt wird (ein Ausschnitt dieses Gitters ist nebenste- m P Y

hend abgebildet, wobei die Gitterpunkte blau geférbt R 32

sind; die Bedeutung der iibrigen Teile der Abbildung £

wird im folgenden Text erldutert). 15 T

* Aufgrund der speziellen Wahl von v und w haben e LS ke f} N il SRgE
die Gitterpunkte (x,y) zwei bemerkenswerte und kei- 10 o, —F—<
neswegs offensichtliche Eigenschaften: (=8 L o F -4 7 T~
T w 5k

1. x2 + y? istjeweils ein ganzzahliges Vielfaches von - mpu RRBRA BF & IR
13 ;sozB.ist 42 +202 =32-13 , weswegen Jadl AR P3-R 13
beim Gitterpunkt (4, 20) die blaue Zahl 32 steht. 4 ¥ \ %
Zwecks Illustration sind in der Abbildung noch ei- THHP RS 2 4 @ 6 817
nige weitere dieser Multiplikatoren von 13 notiert. Sl booe-T 44

2. Es ist klar, dass mit kleiner werdendem Abstand NEEI S§ 8 i @4 [
r:=,/x%2 +y? der Gitterpunkte vom 0-Punkt der e o Bpas
Wert von x* +y? ein immer kleineres Vielfaches - =~ @ - “EENEEEC NN
von 13 wird (vgl. auch unsere Abbildung, wo als EEENENNP YANEE NN
Lesehilfe Ellipsen(bogen) mit r=4, 8, 12 abgebil- T

det sind). Aber liberhaupt nicht offensichtlich ist

Folgendes: Fiir die am ndchsten beim 0-Punkt liegenden Gitterpunkte ist x2 + y? nicht das 2-fache
oder 3-fache oder ... von 13 , sondern das kleinstmogliche (natiirlich positive) Vielfache von 13 , d.h.
das 1-fache von 13 . Angewandt auf den Gitterpunkt P(3, 2) , welcher einer der vier dem 0-Punkt am
nichsten liegenden Gitterpunkte ist (zwei der iibrigen drei néchstliegenden Gitterpunkte sind in der Ab-
bildung ebenfalls gezeigt), heisst dies, dass 32 + 22 = 1-13 ist,d.h. 32 + 22 = 13 , womit die Rich-
tigkeit des 2-Quadrate-Satzes fiir p =13 nachgewiesen (und leicht verifizierbar) ist.
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Dass das oben skizzierte Vorgehen nicht nur fiir p = 13 funktioniert, sondern fiir alle Primzahlen der Form

1) und

p=4n+1 ,sofern v und w jeweils geeignet gewihlt werden (z.B. fiir p=29 wihlt man Vv := ( 12

W= (209) ), liegt liberhaupt nicht auf der Hand, wird aber im Folgenden bewiesen werden.

Geometrische Vorbereitung

Gitterpunktsatz von Minkowski: Essei C S RY ein abgeschlossener, konvexer Kérper, symmetrisch bezgl.
des Nullpunkts des Koordinatensystems, und A € RY sei ein d-dimensionales Gitter (wobei wir das
Volumen einer Elementarzelle von A mit det(A) bezeichnen). Dann gilt: Falls Vol(C) > 29 -
det(A) ist, enthdlt C nebst dem Nullpunkt des Koordinatensystems mindestens noch einen weiteren
Gitterpunkt von A .

Beweis: ¢ Wenn die Mengen %C +u,u € A, paarweise disjunkt wéren, dann miisste Vol(%C) kleiner als
det(A) sein; wegen Vol(%C) = zid - Vol(C) wiirde also gelten Vol(C) < 29 - det(A) . Weil aber
vorausgesetzt wird, dass Vol(C) > 29 - det(A) ist, gibt es mindestens zwei Mengen C+uy
und >C + up mit uy # u, , deren Durchschnitt nicht leer ist und z.B. den Punkt v € RY enthilt.

* Esseialso ve (C+u;)n(2C+uy) . Daherist v—u; €C und v—u, € IC ; aus Punk-
symmetriegriinden gilt nebst Letzterem aber auch u, —v € 2C . Daher ist 0 #u, —u; =
(u,—v)+(vV—uy) € %C + %C , was aus Konvexitétsgriinden in C liegt. Also liegt nebst dem
Nullpunkt des Koordinatensystems auch der Gitterpunkt u, —u; # 0 in C . H

Algebraische Vorbereitung fur den Beweis des 2-Quadrate-Satzes

Es sei p eine Primzahl; dann bezeichnen wir mit Zj = {0,1,2,..,(p — 1)} den Korper der Restklassen
modulo p und mit Z;,r =1{1,2,..,(p— 1)} die multiplikative, abelsche Gruppe der positiven Restklassen

modulo p . Wir erinnern an die grundlegende (aber nur mit einem gewissen Aufwand beweisbare) Tatsache,
dass Zj eine zyklische Gruppe ist, dh. dass es ein Element a€Z} gibt, sodass Z] =
{a,a? mod p,a® mod p, ...,aP~! mod p} ist (wobei gemiss Kleinem Satz von Fermat aP~! modp = 1 ist);
a wird erzeugendes Element von Z;; genannt. (Beispiele von Primzahlen p und kleinstem erzeugenden
Element ap, € Z;,r sind (p, amin) = (2, 1), (3, 2), (5, 2), (7, 3), (11, 2), (13, 2), (17, 3), (19, 2).) Der Kiirze
halber werden wir statt b = ¢ (mod p) nur b =, ¢ schreiben. Mit dieser Notation gilt der folgende Satz.

Satz: 1. Essei w € Z; gegeben. Dann hat fiir x € Z,, die quadratische Gleichung x* =, w? folgende
Losung: Fir p=2 ist x=w ; flir p>2 aber gibt’s die zwei unterschiedlichen Losungen

XNI=W X =p—WwW . (1)

2. Wenn die Primzahl p vonder Form p=4n+1 ,n € N , ist, existiert ein Element } € Z; mit
=1 2)

Beweis: 1. x? =p w2 = x—w)(x+w) =, 0 ; weil Z, ein Korper ist, folgt, dass entweder x —w =, 0
ist(= x; =w ),oderdass x +w =, 0 ist(= x, +w =p ,weil w> 0 ist). Fir p=2 kann
w nur gleich 1 sein, und daraus folgt x; =X, =1 =w ; fiir p>2 aber kann x; nicht gleich
X, sein, denn sonst wére p gerade.
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2. Wegen p=4n+1 ,n€N | ist pT_l €N . Sei a ein erzeugendes Element von Z;; . Wir
p-1
setzen j:=a+ modp €Z) , womit (2modp)?=,aPt =, 1 ist. Wir schen also, dass

7°modp € Ly, eine Losung der quadratischen Gleichung x?2 =p 1 ist; wegen p>2 besagt
(1), dass entweder 72 mod p = 1 oder 72 modp = p — 1 ist. Weil a ein erzeugendes Element
von Zg ist und weil zur Berechnung von #? der Exponent von a gleich pT_l und daher kleiner
als p—1 ist,kann 42 mod p nicht gleich 1 sein; also gilt (2). W

Anmerkung: Wegen (2) spielt 7 im Korper Zj, eine Rolle, welche an die imaginére Einheit i erinnert; aus
diesem Grund haben wir (im Unterschied zu [1]) fiir 4 einen i-&hnlichen Buchstaben gewéhlt.
2-Quadrate-Satz, Beweis

2-Quadrate-Satz: Jede Primzahl p der Form p=4n+1 ,n €N , kann als Summe der Quadrate zweier
ganzer Zahlen geschrieben werden.

Beweis: ¢ Unter Verwendung der in (2) auftretenden Zahl ; € Zg betrachten wir dasjenige 2-dimensionale

Gitter A c Z? , welches durch die Vektoren (;) und (g) erzeugt wird. Offenbar ist det(A) =

p ; und ein beliebiger Gitterpunkt (x,y) € A kannals x =a und y = o+ 7 + - p mit irgend-
welchen ganzen Zahlen o, 3 geschrieben werden, d.h. es gilt

y=pX'§ . (€)

e Als Nichstes betrachten wir die abgeschlossene Menge C:={(x,y) € R? | x? +y? <r?:=
1.9 p} . Offensichtlich ist C konvex und symmetrisch bezgl. des Nullpunkts des Koordinaten-
systems, und Vol(C) =mr? =m-1.9p = 5.97p . Daherist Vol(C) =597p=>4p=29-
det(A) , womit der Gitterpunktsatz von Minkowski besagt, dass C noch (mindestens) einen von
0 verschiedenen Gitterpunkt (x,y") € A (= x'? +y'? > 0 ) enthilt, welcher gemiss (3) und

(2) Folgendes erfiillt:
3

2 =
-p

~

2

~—

X% +y x'? +x'2- 42

0 “4)
(4) zeigt, dass fiir die zwei ganzen Zahlen x,y’ die positive Zahl x'2 + y'? ein (natiirlich posi-

tives) Vielfaches von p ist, wobei gemiss Definition von C der Wert von x'? +y'? hdchstens
das 1.9-fache von p sein kann. Alsoist X2 +y2=p . &

Anmerkung: Wir werden sehen, dass ein wesentlicher Teil des Beweises des 4-Quadrate-Satzes eng verwandt
ist mit dem obigen Beweis. Daher wird es nicht sehr tiberraschen, dass wir als Néchstes eine auf den Beweis
des 4-Quadrate-Satzes ausgerichtete und vom Kapitel ,,Algebraische Vorbereitung fiir den Beweis des 2-Quad-
rate-Satzes* inspirierte Vorbereitung treffen.

Algebraische Vorbereitung fur den Beweis des 4-Quadrate-Satzes
Satz: Wenn p eine Primzahl ist, dann existieren Elemente 74, 7, € Z, mit

hi+ g =1 (5)
Beweis: ¢ Fiir p=2 kann (5) z.B. mit 44 =0 und j, = 1 erfiillt werden.

* Undfir p=> 3 (= p istungerade) kdnnen wir wie folgt argumentieren:
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- Z.B. anhand einer der binomischen Formeln sieht man sofort ein, dass (p — 1)* =, 1% ,

(p—2)*=p 2%, (p—3)* =, 3%, ... ist. Daher, und weil (p—1) gerade ist, gilt:

{12 mod p,22 mod p, -, (p — 2)* mod p, (p — 1)® mod p}|
N2
= {12modp,22modp,---,(p71) modp}‘<p !

Die eben betrachteten Zahlen i modp , 1 <i<— p ,sind ...

. . . .. e : .
» paarweise verschieden (denn sonst gibe es ein Paar 1<i,j< pT mit i # j und i? =p j2

€y
S entweder i = j (offensichtlich unméoglich) oder i = p —j , was aber wegen i +j < p
ebenfalls unmoglich ist);

> ungleich 0 (dennalle i sind in Zj ).

Also enthilt die Menge Ml = {0? mod p,12modp,22modp,-,(p —2)> modp,(p —
1)?2mod p} € Z, genau == ly1= 2 ' Elemente.

Auf analoge Weise sieht man ein, dass auch die Menge M, := {(=0? — 1) mod p, (—1% —
1) mod p, (_22 - 1) mod P, (_(p - 2)2 - 1) mod p, (_(p - 1)2 - 1) mod p} c Zp

genau pTH Elemente enthilt.

Weil Z, genau p Elemente enthilt, ist es daher unmdglich, dass My N M, = @ ist. Also
gibt es ein Element ,7'12 mod p von M; und ein Element (—jzz -1 ) mod p von M, (mit
#1,42 € Ly ), welche libereinstimmen, d.h. mit 71’ =p— 422 —1 ;und daraus folgt (5). ™

4-Quadrate-Satz, Beweis

4-Quadrate-Satz: Jede natiirliche Zahl kann als Summe der Quadrate von vier ganzen Zahlen geschrieben

werden.

Beweis: ¢ Teil 1: Wir zeigen, dass jede Primzahl als Summe der Quadrate von vier ganzen Zahlen geschrie-
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ben werden kann. Nun, der Fall p = 2 ist rasch erledigt, denn p = 12 4+ 12 + 02 + 0% ; daher
beschéftigen wir uns im Folgenden mit dem Fall p > 3 :

Unter Verwendung der in (5) auftretenden Zahlen 74, 7, € Z, betrachten wir das 4-dimensi-

1 0 0 0

onale Gitter A c Z* , welches durch die Vektoren 0 , 1 , 0 und 0 erzeugt
1 72 p 0
#2 —#1 0 p

wird. Es ist det(A) = p? ; und ein beliebiger Gitterpunkt (x,y,z, w) € A hat die Form x =
a ,y=B,z=af1+Bf2+y'p und w=a- 4, —B-f +6 p fiir irgendwelche
o,B,v,6 €Z ,d.h. es gilt

Z=pX 1ty gz ud WSy X Ga=y Gy ©)

Jetzt betrachten wir die abgeschlossene Menge C:={(x,y,z,w) € R*| x?> +y2+z%2 +
w? <r?:=1.9p}, welche konvex und symmetrisch bezgl. des Nullpunkts des Koordinaten-

— 19 25 78 p2

systems ist; offenbar ist Vol(C) = T
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- Alsoist Vol(C) =17.8p? > 16 p? = 29-det(A) , womit der Gitterpunktsatz von Min-
kowski besagt, dass C noch (mindestens) einen von 0 verschiedenen Gitterpunkt
&y, Z,w)€eEN (= xX?+y?+2z'?+w? >0 ) enthilt, welcher gemiss (6) und (5) fol-
gende Eigenschaft besitzt:

(6)
X24y2 422+ WIS K2 +y 2+ (X ity 4P+ (K G =Y )
, (5)
’ . . ~
=x*+y?)-(1+4°+ 42°) 550 . @

- Aufgrund von (7) ist fiir die vier ganzen Zahlen x',y’,z’,w’ die positive Zahl x'% +y'? +
z'2 + w'? ein (sicherlich positives) Vielfaches von p ; gemiss Definition von C ist x'? +
y'? 42" + w'? aber hochstens das 1.9-fache von p ,alsoist X2 +y? +z?+w'?=p .

Teil 2: Wir zeigen zuerst, dass wenn n; , np natiirliche Zahlen sind, welche je als Summe der
Quadrate von vier ganzen Zahlen, d.h. als a? + b? + c¢Z + d? mit i € {1,2} , geschrieben wer-
den konnen, dies auch fiir ihr Produkt n; - n, gilt. Beweis:

n; -n, = (a3 + b3 +c? +d7) - (a3 + b3 + c5 +d3)
2 2
=(alaz _blbz _C1C2_d1d2) +(a1b2 +blaz +C1d2 _d]_CZ)

2 2
+(aycy; +cpa; —bydy +dyby) +(ayd;, +dyaz+byc; —cy by)

Iterativ folgt daraus sofort: Wenn die natiirlichen Zahlen n; mit i € {1,2,..., m} je als Summe
der Quadrate von vier ganzen Zahlen geschrieben werden kénnen, dann gilt das auch fiir ihr Pro-
dukt ny*n, "nz-..-ny .

Teil 3: Die kleinste natiirliche Zahl 1 kann offensichtlich als Summe der Quadrate von vier

ganzen Zahlen geschrieben werden: 1 = 12 + 02 4+ 02 + 02 . Und jede natiirliche Zahl n > 2

1st ...

- entweder prim und kann, gemiss Teil 1 des Beweises, daher als Summe der Quadrate von vier
ganzen Zahlen geschrieben werden;

- oder sie ist das Produkt von mindestens zwei Primzahlen und kann damit (vgl. Teile 1, 2 des
Beweises) ebenfalls als Summe der Quadrate von vier ganzen Zahlen geschrieben werden. W
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