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Duffing-Oszillator

Martin Lieberherr, MNG Réamibiihl, 8001 Ziirich

Einleitung

Abbildung 1: Mein Sohn auf dem ‘Flugsimu-
lator’. Wie bewegt er sich bei grisserer Ampli-
tude?

Ab und zu werde ich mit den Kleinen auf
den Spielplatz geschickt. Und da ich nicht
anders kann, stosse ich natiirlich auch dort
immer wieder auf physikalische Aufgaben.
Mein Sohn auf dem ‘Flugsimulator’, siche
Abbildung 1, kann in nullter Ndherung als
angetriebenes Federpendel modelliert wer-
den. Falls die Federkraft dem Hookeschen
Gesetz folgt, ist die Theorie der erzwunge-
nen Schwingung sogar (moglicher) Mittel-
schulstoff. Es tritt Resonanz auf, wie man
sie auch im Normalunterricht darstellt, sie-
he Abbildung 2. Aber wie bewegt sich das
Pendel, wenn die Feder bei grosser Auslen-
kung nicht mehr linear reagiert? Ein solches
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Problem ist vom deutschen Ingenieur Georg
Duffing (1861-1944) behandelt worden (“Er-
zwungene Schwingungen bei veréinderlicher
Eigenfrequenz und ihre technische Bedeu-
tung”, F. Vieweg u. Sohn, Braunschweig,
1918).

Abbildung 2: Die Resonanz eines linearen Os-
zillators wie sie auf einem Oszilloskop zu sehen
wdre. Die Bildbreite umfasst 0 < w < 2, die
Hohe —2 < y < 2. Die Parameterwerte sind
0=01a=1,8=0und v = 0.2 (in den
gewdihlten Einheiten,).

Theorie

Die Duffing-Gleichung wird heute iiblicher-
weise so dargestellt:

d’y  dy

po) +0 pr (1)
Der Parameter ¢ beschreibt die Stérke der
Diampfung, o = w? ist das Quadrat der
Eigen-Kreisfrequenz des ungedampften, li-
nearen Oszillators, § ist ein Mass fiir die

+ay + By® =y coswt
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Abbildung  3: Antwort des nichtlinearen
Duffing-Oszillators (a =1, f =2, v = 2 und
0 = 0.1) Die Bildbreite umfasst 0 < w < 3, die
Héhe =3 <y < 3.

Nichtlinearitét des Pendels, v beschreibt die
Stérke der anregenden Kraft pro Masse und
w ist die Kreisfrequenz der harmonisch an-
regenden Kraft.

Was wird aus der gewohnten Resonanz-
kurve bei einem nichtlinearen Pendel? Wie
Abbildung 3 zeigt, liegen die Dinge nicht
mehr so einfach. Es treten zusiitzliche Re-
sonanzen, Bistabilititen, Symmetriebriiche
und bei geeigneter Parameterwahl auch
Chaos auf. An eine geschlossene Losung der
Duffing-Gleichung ist nicht zu denken. Man
ist auf numerische Simulationen angewie-
sen. Das Studium dieser Simulationen er-
laubt dann manchmal Naherungslosungen
fiir spezielle Félle. Ein solcher Fall ist im
Folgenden dargestellt.

Betrachten wir die freie Schwingung (y = 0)
bei schwacher Dampfung (§ =~ 0):

d*y

r? 2)

Die Losung y(t) setzen wir als rudimentére
Fourierreihe an. Die numerische Simulation
zeigt, dass diese Néherung nicht schlecht ist.

(3)
Bei fehlender Dampfung tritt keine Phasen-
verschiebung zwischen Anregung und Ant-

+ay+ By’ =0

Ansatz: y(t) = Acoswt + ...

wort auf, d.h. wir konnen den Term B sin wt
in der Fourierreihe (3) weglassen. Wir set-
zen (3) in Gleichung (2) ein:

— w?Acoswt + @A coswt+

[A3 (% coswt + icos 3wt) =0

(4)

Der Koeffizientenvergleich liefert fiir die
Grundfrequenz w:

—wA+aA+3pA*=0=

4(w? — )

A= 35

(5)

Die Eigenfrequenz ist verénderlich — wie G.
Duffing geschrieben hat — d.h. sie hingt von
der Amplitude ab.

Experiment
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Abbildung 4: Momentanwerte (Winkel) eines
freien Stangenpendels als Funktion der Zeit

Kann man den in Gleichung (5) beschriebe-
nen Zusammenhang auch beobachten? Ein
bekannter, nichtlinearer Oszillator ist das
physikalische (mathematische) Pendel. Ich
héngte einen schlanken Stab an einem En-
de auf und liess ihn mit grosser Amplitu-
de schwingen. Die Bewegung habe ich mit
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einer einfachen Kamera videographiert und
anschliessen mit Logger Pro analysiert. Die
Momentanwerte y (Winkel ¢) sind in Abbil-
dung 4 abgetragen. Eine schwache Damp-
fung lasst die Amplitude mit der Zeit ab-
nehmen. Fiir jede ‘Periode’ bestimmte ich
die am besten passende Sinuskurve durch
eine Regression. So konnte ich die Amplitu-
de und die zugehorige Kreisfrequenz bestim-
men. Das Resultat ist in Abbildung 5 darge-
stellt. Passt man Gleichung (5) an die Da-
ten, so erhiilt man eine befriedigende Uber-
einstimmung.
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Abbildung  5: Amplitude  der  freien
Stangenpendel-Schwingung als Funktion
der Kreisfrequenz. Der Fit entspricht Glei-
chung (5) mit den Parametern o = 18.27s72
und B = —2.94s 2rad 2

Das physikalische Pendel hat bekanntlich ei-
ne exakte Losung. Wie passt dessen Dif-
ferentialgleichung (6) mit der Duffingschen
Gleichung (1) zusammen? Entwickelt man
den Sinus in (6) um ¢ = 0 herum bis
zum kubischen Term, siche Gleichung (7),
so erhdlt man gerade die Duffingsche Glei-
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chung:
d2
Wf+asin<p:0:> (6)
d*p o .
—dt2+a<p—g<p +---=0 (7)

Aus dieser Naherung folgt 5 = «/6. Und
tatsdchlich liefert die Kurvenanpassung, sie-
he Abbildung 5, gerade a = 6. Fiir grosse
Amplituden sind Abweichungen zu erwarten
und fiir sehr kleine Amplituden wird die Vi-
deoanalyse ungenau.

Schluss

Soll man den Duffing-Oszillator im Re-
gelunterricht zeigen? Die Zeit reicht wohl
eher nicht. Als Minimalfassung kénnte man,
falls Resonanz iiberhaupt vertieft behandelt
wird, neben Abbildung 2 auch eine Folie mit
Abbildung 3 zeigen und kurz besprechen.
Auf diese Weise erfahren die Schiilerinnen
und Schiiler wieder einmal, dass die klassi-
sche Mechanik noch manche Uberraschung
bereit hélt. Steht mehr Zeit zur Verfiigung,
so kénnte man die Differentialgleichung nu-
merisch untersuchen.
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