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A propos du volume d’un segment sphérique
Jean Piquerez

Un de mes ex-collegues m’a récemment fait part de son embarras a démontrer la formule du
volume d’un segment sphérique proposée par André Delessert a [’exercice 335, page 245, de son

ouvrage intitulé « Introduction a la géométrie de I’espace » aux Editions Loisirs et Pédagogie ». Je
me suis donc attelé a cette tache, un peu délicate, mais loin d’étre insurmontable.

T bl %) o)
11 s’agit de démontrer la formule V' = gh(3R' + 3R+ h”) ou h représente la hauteur du segment,

R et R étant les rayons des deux bases circulaires.
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Par intégration, on obtient : V' = 7 J (\/r‘ - x') dx = 3(21*'h+ RNr-R°-RNr-R) (1)
/r:»R:

r étant le rayon de la sphere.

Or, on a les relations suivantes :

(2) R’ = x(2r- x)

(3) R = y(2r-y) =
(4) xty+h=2r

X' -2rx+ R°=0

) s 2 (5)=(2)-3) (x- y)x+ y-2r+ R -R*=0=
y -2rv+ R =0

(6) (x-y)h=R-R*= x—y:%
6) x+y=2r-h] (7) x:,,_%%
R*-R* (= N
(4) x_y:T (8) _,,_ﬁ_iR__R_
Y

En supposant X2 7 €ty < 7 on peut écrire : (9) x= r+ r’- R* et (10) y= r- r’- R?

(9) et (10) dans (1) : V = %[2r2h+ R*(r- y)- R (x- 1) = %[Mm R+ R*)- Rx- R*)]
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En tenant compte de (7) et (8), il vient :

2 12 2 12
V=212 H(R+ R?)- R? po b BoRE) gl B R-REA
3 2 2h 2 2h
2 12 2 12\2
(11)V=”— 52, R+ Rh (R*- R™)
3 2h

Or, si I’on s’est débarrassé des racines, il n’en subsiste pas moins » dans cette formule.

Cependant, ona: (12) h=~/r>- R? -’ - R*= h*= 2r"- (R*+ R?)- 20r*- R\’ - R* =
2= (R*+ R™)- h2]2 - 407 - R - RY) s

4 (R + RV + b —APRSRD) - 47°1° + 27 (R + R?) = 2 - APERSRD) + 4R°R”
(13) (R*+ R?)* - 4R*R"* = - h*+ 4r°h* - 2P (R*+ R"?)

(R?- R?)?

(R*+ R)h 1~ 4r°h+ 2h(R’ + R*)]
2

(13) dans (11): V = % 2120+

%h[M+ (R + R?)+ 1?47+ 2R + R - %h(3R2+ 3R+ i?) Ouf!!

Remarques : 1)x=71- VP - R* | on separe le segment sphérique en deux segments, ['un, de
bases R',r et de hauteur h, l'autre, de bases R,r et de hauteur h,, de part et d’autre de

[’équateur, et on additionne leurs volumes a l’aide de la formule précédente. On obtient alors :
%hl(?;rz 3R+ b2 %h2(3r2 3R+ b)) - %[3(;1, f ) 3R ¢ LR (4 B)) -

”—l3(h1 Ch ) 3HR ¢ R 3R ¢ R+ Ut h)[ (s By - S|
6 —

h

r
6

3h(r* - R*)+ 3h, (1" -
n I

R+ 3h(R*+ R*)+ I - 3(hy+ hy)hh, | = %h(3R2+ 3R+ )

2) La formule étant vraie en toute genéralite, si [’on pose :

a)R =0, il vient : %h( 3R+ hz) volume d’une calotte sphérique de hauteur h et de rayon R

4
b)R=R = 0= h=2r, il vient : %lf = Eﬂ ¥’ volume de la sphére de rayon 1 .
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