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Gefässe füllen - mathematisch betrachtet
Beat Jaggi, beat.jaggi@phbern.ch

1 Einleitung

In einen Becher oder in ein Sektglas wird 1 dl eines Getränkes eingefüllt, wie hoch steht
dann die Flüssigkeit im Gefäss?

Es stellt sich heraus, dass diese Frage im allgemeinen gar nicht so einfach zu beantworten
ist und auf das Lösen von kubischen Gleichungen hinausläuft.

”Gefässe füllen” kommt in zahlreichen Schulbüchern vor, meistens mit dem Ziel, den
Funktionsbegri↵ einzuführen.

Aus der Lernumgebung ”Wasserstand”, mathbu.ch 7, siehe [1]
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Auch im grössten populärwissenschaftlichen Museum Europas, in der ”Cité des Sciences”
in Paris werden Gefässe gefüllt.

Die Graphen rechts zeigen den Zusammenhang zwischen eingefüllter Flüssigkeitsmenge (x-Achse)

und Flüssigkeitsstand (y-Achse): Welcher Graph gehört zu welchem Gefäss?

Im Folgenden soll das Problem streng mathematisch untersucht werden.

Hauptfrage: Eine vorgegebene Menge Flüssigkeit wird in ein Gefäss mit vorgegebenen
Abmessungen eingefüllt. Wie hoch steht die Flüssigkeit im Gefäss? Dazu bestimmen wir
die Füllhöhe als Funktion der eingefüllten Flüssigkeitsmenge.

2 Einfache Gefässe füllen

Meist ist es einfach, das Volumen v der eingefüllten Flüssigkeit als Funktion der Füllhöhe
z anzugeben. Um die Hauptfrage zu beantworten, gilt es, die Umkehrfunktion zu be-
stimmen. Wir untersuchen zuerst einfache Gefässformen wie Zylinder, Kegel(stumpfe),
Kugeln.

2.1 Zylinder

Ein Kreiszylinder (innen hohl) sei gegeben durch den Radius r

1

und die Höhe h. Der
Zylinder stehe auf einer waagrechten Fläche. Wir zeichnen hier und auch weiter unten
jeweils nur Aufrisse der Gefässe.

Das schra�erte Volumen beträgt

v = v(z) = r

2

1

⇡z

und somit ist die Füllfunktion gegeben durch

z = z(v) = v

⇡r

2
1
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2.2 Kegel und Kegelstumpfe

Wir fassen Kegel und Kegelstumpf als Rotationsköper auf und berechnen das schra�erte
Volumen mit der allseits bekannten Formel.
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Diese kubische Gleichung lässt sich einfach nach z auflösen.

z = z(v) = h
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Beispiele:

r1 = 1, r2 = 3, h = 10

r1 = 3, r2 = 1, h = 10
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Für einen Kegel (Sektglas) sieht der Graph so aus:

r1 = 0, r2 = 5, h = 8

Damit können wir die Eingangsfrage beantworten: Hat ein kegelstump↵örmiger Becher
unten einen Durchmesser von 2 cm (r

1

= 1), einen oberen Durchmesser von 6 cm (r
2

= 3)
und eine Höhe von 10 cm, dann steht 1 dl = 100cm3 Flüssigkeit im Gefäss z(100) = 8.59
cm hoch.

In einem Sektglas mit oberem Durchmesser 10 cm (r
2

= 5) und Höhe h = 8 cm steht 1
dl Flüssigkeit 6.25 cm hoch.

2.3 Kugeln

In eine (Hohl-)Kugel mit Radius r ist eine Flüssigkeit mit Volumen v eingefüllt. Die
Füllhöhe ist z. Mit der Formel für das Volumen von Rotationskörpern (siehe Zeichnung
rechts) gilt:
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Wie suchen die Füllhöhe z in Abhängigkeit vom Volumen v der eingefüllten Flüssigkeit:
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Nun gilt es, die kubische Gleichung nach z aufzulösen.

Wir folgen dem Vorgehen in [2]: Eine Lösung der Gleichung y

3+Py+Q = 0 ist gegeben
durch
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Mit der Substitution y = z � r wird z
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Wir setzen also P = �3r2 und Q = 3v
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� 2r3.

Eine kurze Rechnung zeigt:
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Wegen v <

4
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3 ist D < 0 und
p
D rein imaginär. In diesem Fall hat unsere Gleichung

drei reelle Lösungen (siehe [2]).

Mit w = 4
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Nun gilt es, die dritten Wurzeln der komplexen Zahl
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Damit ist jetzt ⇢ =
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Wir können nun a
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Aus !
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Versuche mit einem Computerprogramm wie maple zeigen, dass ' = arccos
⇣
�a
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und k = 2 die vernünftige Lösung für y liefert.

Erinnern wir uns an die Substitution y = z � r und setzen w = 4
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3, so ist schliesslich
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Die Imaginärteile fallen jeweils tatsächlich weg, die Gleichung hat ja, wie oben erwähnt,
drei reelle Lösungen.

Für r = 2.5 ergibt sich der folgende Graph:

Ist der Kugelradius r = 2.5 cm, dann steht 0.5 dl = 50cm3 Flüssigkeit z(50) ⇡ 3.42 cm
hoch.

3

¨

Ubergänge zwischen verschiedenen Gefässformen

Viele Gefässe sind aus einfachen Formen zusammengesetzt.

Sind zwei Gefässformen G

1

und G

2

mit Volumen V

1

resp. V
2

gegeben, so ist die Füll-
funktion z(v) des ganzen Gefässes gleich

z(v) =

8
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1
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2

wo z

1

(v) und z

2

(v) die Füllfunktionen der einzelnen Gefässe sind.

24 · Nummer 124 Janvier 2014



Bulletin

Wir betrachten Beispiele:

r1 = 3, r2 = 1, r3 = 3, h1 = 5, h2 = 4.

r1 = 2, r2 = 3.5, r3 = 2, h1 = 6, h2 = 3.

r1 = 1.5, r2 = 3, h = 1.5.

Festzuhalten ist, dass die Graphen glatt sind, also auch beim Übergang von der einen
Form zur zweiten keine Knicke aufweisen. Um dieses Phänomen allgemein zu verstehen,
betrachten wir die Volumenfunktionen, die ja die Umkehrfunktionen der Füllfunktionen
sind.
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vsmp – sspmp – ssimf

Zylinder: v(z) = r
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Kegelstumpf: v(z) = ⇡h
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Ein Blick auf die obige Zeichnung zeigt, dass r2
1
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auch hier v0(z) = ⇡r
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gilt.

Fazit: Die Ableitung der Volumenfunktion ist stets gleich der Querschnittflächenfunkti-
on!

Das gilt allgemein:

Ist bei einem Gefäss die Querschnittfläche als Funktion Q(x) gegeben, dann ist das
Volumen der bis zur Höhe z eingefüllten Flüssigkeit gleich

v(z) =

Z
z

0

Q(x) dx = Q̃(z)� Q̃(0)

wo Q̃ eine Stammfunktion von Q ist.

Damit ist aber v0(z) = Q(z).
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