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Gefasse fiillen - mathematisch betrachtet
Beat Jaggi, beat.jaggi@phbern.ch

1 Einleitung

In einen Becher oder in ein Sektglas wird 1 dl eines Getréankes eingefiillt, wie hoch steht
dann die Fliissigkeit im Geféss?

Es stellt sich heraus, dass diese Frage im allgemeinen gar nicht so einfach zu beantworten
ist und auf das Losen von kubischen Gleichungen hinauslauft.

" Gefasse fiillen” kommt in zahlreichen Schulbiichern vor, meistens mit dem Ziel, den
Funktionsbegriff einzufiihren.

Geflisse fillen

1 A Platziere einen Massstab stabil und senkrecht in einem Rundkolben.
Giesse 50 ml Wasser in den Rundkolben. Lies die Flillhéhe ab und trage sie in eine
Tabelle ein. Giesse weitere 50 ml Wasser nach, lies ab und trage ein. Fahre weiter,
bis der Kolben gefiillt ist.
B Zeichne zu deiner Tabelle eine Grafik, wie das Beispiel unten zeigt.

Volumen 0 50 100 150 mi
Fiillhiihe 0 mm

60 100 160 200 250 300 mi

c Stell dir vor, du héattest jeweils nur 256 ml nachgefiillt. Zeichne die Grafik.
D Du kannst deine Grafik Uberpriifen, wenn du den Rundkolben nochmals auf die neue
Weise flillst.

Aus der Lernumgebung ”Wasserstand”, mathbu.ch 7, siehe [1]
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Auch im grossten popularwissenschaftlichen Museum Europas, in der ” Cité des Sciences”
in Paris werden Gefésse gefiillt.
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Die Graphen rechts zeigen den Zusammenhang zwischen eingefiillter Fliissigkeitsmenge (z-Achse)
und Fliissigkeitsstand (y-Achse): Welcher Graph gehort zu welchem Geféiss?

Im Folgenden soll das Problem streng mathematisch untersucht werden.

Hauptfrage: Eine vorgegebene Menge Fliissigkeit wird in ein Gefass mit vorgegebenen
Abmessungen eingefiillt. Wie hoch steht die Fliissigkeit im Gefass? Dazu bestimmen wir
die Fiillhohe als Funktion der eingefiillten Fliissigkeitsmenge.

2 Einfache Gefasse fillen

Meist ist es einfach, das Volumen v der eingefiillten Fliissigkeit als Funktion der Fiillhche
z anzugeben. Um die Hauptfrage zu beantworten, gilt es, die Umkehrfunktion zu be-
stimmen. Wir untersuchen zuerst einfache Gefassformen wie Zylinder, Kegel(stumpfe),
Kugeln.

2.1 Zylinder

Ein Kreiszylinder (innen hohl) sei gegeben durch den Radius 7 und die Héhe h. Der
Zylinder stehe auf einer waagrechten Fléache. Wir zeichnen hier und auch weiter unten
jeweils nur Aufrisse der Gefésse.

Das schraffierte Volumen betragt
v=uv(z) =rinz

und somit ist die Fiillfunktion gegeben durch

z=z(v)=—%
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2.2 Kegel und Kegelstumpfe

Wir fassen Kegel und Kegelstumpf als Rotationskoper auf und berechnen das schraffierte
Volumen mit der allseits bekannten Formel.
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v—v(z)—ﬂ/z 2-n r+r 2dw— mh 2—n r+r ’
N N 0 h ! _3(7‘2—7‘1) h !

mh ro — 11 3
also v=3(T2_T1) [( W -z+7”1) —7”?]

Diese kubische Gleichung lasst sich einfach nach z auflosen.

z=2z(v) = T2ET'1 ( 3V 3(7"27:}:“1)” + T'i)’ N 7’1>

z

0

Beispiele:
z=2(v)
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7"121, 7‘2:3, h=10
z=2(v)
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Fiir einen Kegel (Sektglas) sieht der Graph so aus:

z=2(v)
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rr=0, ro =5, h=38
Damit kénnen wir die Eingangsfrage beantworten: Hat ein kegelstumpfformiger Becher
unten einen Durchmesser von 2 cm (r; = 1), einen oberen Durchmesser von 6 cm (12 = 3)

und eine Hohe von 10 cm, dann steht 1 dl = 100cm?® Fliissigkeit im Gefiss 2(100) = 8.59
cm hoch.

In einem Sektglas mit oberem Durchmesser 10 cm (r2 = 5) und Hohe h = 8 cm steht 1
dl Flissigkeit 6.25 cm hoch.

2.3 Kugeln

f(x)="';:2rx-x2

(=2
N
-

In eine (Hohl-)Kugel mit Radius r ist eine Fliissigkeit mit Volumen v eingefiillt. Die
Fiillhohe ist z. Mit der Formel fiir das Volumen von Rotationskorpern (siche Zeichnung
rechts) gilt:

v o= u(z) = w./ozﬂ(x) Ao — n./oz(m—x?) do = W-(rzz—éz?’)

Wie suchen die Fiillh6he z in Abhéngigkeit vom Volumen v der eingefiillten Fliissigkeit:

1
v o= w-(rzz—§z3) = 23—3TZ2+3—U=0 (1)
T

Nun gilt es, die kubische Gleichung nach z aufzulGsen.

Wir folgen dem Vorgehen in [2]: Eine Losung der Gleichung y® + Py +Q = 0 ist gegeben

durch y:3_§+\/(§>3+(%)2_3§+\/(§)3+(%>2
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Mit der Substitution y = z — r wird 23 — 3rz% + 371) =0zu
3
y3 — 3r2y + (U — 2r3> =0
m
Wir setzen also P = —3r2 und Q = 37’” — 273,
Eine kurze Rechnung zeigt:
P\?  /Q\* v 4 4
D=1|— =) = — _
(5) +(3) = (5)

Wegen v < %W'FS ist D < 0 und v/D rein imaginiir. In diesem Fall hat unsere Gleichung
drei reelle Losungen (siehe [2]).

Mit w = %wr?’ fir das Volumen der vorgegebenen Kugel bekommen wir

ST (@ - 2 923

Nun gilt es, die dritten Wurzeln der komplexen Zahl

3 2
aa=sariv=s@ o (E) 4 (9) cal (- 2) 4 2y

zu bestimmen.

Wegen w = %777“3 wird

a:i(v—g>:2r3 v
2m 2 w

)
b= i =27 2 (1-2)
3

Damit ist jetzt p = va? + b2 = r°.

N

und

_ ):%_1:cosgpoder%:2 L (1—2) =singp setzen

N

Wir kénnen nun % =2 (

gle

und so ¢ bestimmen.

Aus wy = a +ib = r® (cos ¢ + isin p) folgt dann Jwy = r (cos L;’W + isin %%Tv mit
k=0,1,2.

Versuche mit einem Computerprogramm wie maple zeigen, dass ¢ = arccos <—%) =

arccos ( — %”) und k = 2 die verniinftige Losung fiir y liefert.

Erinnern wir uns an die Substitution y = z — r und setzen w = %71‘7“3, so ist schliesslich

z = z(v) = 2r - cos (arccos(l_;iz?’)jLM) +r
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Die Imaginérteile fallen jeweils tatsachlich weg, die Gleichung hat ja, wie oben erwahnt,
drei reelle Losungen.

Fiir r = 2.5 ergibt sich der folgende Graph:

512(v)
4.5
4
3.5
3

3v
2.5 arccos| 1- 3 | +4T
2mr

z(v)=2r-cos 3
2

+r

1.5

Ist der Kugelradius 7 = 2.5 cm, dann steht 0.5 dl = 50cm? Fliissigkeit 2(50) ~ 3.42 cm
hoch.

3 Ubergéinge zwischen verschiedenen Gefassformen

Viele Gefisse sind aus einfachen Formen zusammengesetzt.

Sind zwei Gefassformen G und G mit Volumen V; resp. Vo gegeben, so ist die Fiill-
funktion z(v) des ganzen Geféisses gleich

z1(v) ; 0<v< Wy
z(v) =
zo(v—=V1)+ M s Vi<o<Vi+ W,

wo z1(v) und z2(v) die Fiillfunktionen der einzelnen Gefésse sind.
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Wir betrachten Beispiele:
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ri=3, re=1, r3=3, Iy
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hy
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z(v)

o= N W A U O N ®» ©

7‘122, 7’2:3.5, 7'3:2, h1:6, h2:3.

N

r = 1.5, 7’223, h=1.5.

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

z(v)

Festzuhalten ist, dass die Graphen glatt sind, also auch beim Ubergang von der einen
Form zur zweiten keine Knicke aufweisen. Um dieses Phanomen allgemein zu verstehen,
betrachten wir die Volumenfunktionen, die ja die Umkehrfunktionen der Fiillfunktionen

sind.
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Zylinder: v(z) = r?nz = v/(2) = mr?. o' ist konstant.

Kegelstumpf: v(z) = 3(#’_’7"1) [(% Cr 4 r1)3 _ Tili]

= () = gty [3 () ()| = w (2 )
Insbesondere ist v'(0) = 7r? und v'(h) = 7r3

Kugel: v(z) =m-(rz?—123) = v/(z) =7 (2rz — 2%

B

N

Ein Blick auf die obige Zeichnung zeigt, dass 77 + (r —2)? =12 = 2rz—2% =12, also
auch hier v'(z) = 7r? gilt.

Fazit: Die Ableitung der Volumenfunktion ist stets gleich der Querschnittflachenfunkti-
on!

Das gilt allgemein:

Q(x)

Ist bei einem Gefdss die Querschnittfliche als Funktion Q(x) gegeben, dann ist das
Volumen der bis zur Hohe z eingefiillten Fliissigkeit gleich

o(z) = /O " Qa) dr=0(z) - O(0)

wo Q eine Stammfunktion von Q ist.
Damit ist aber v'(2) = Q(2).
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