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Lösungen zu: Zwei halbe Pizzas auf dem rechteckigen Backblech

Peter Gallin

Aufgabe von Winfried Müller aus dem vorangehenden Bulletin des VSMP: Peters Fertigpizza hat
einen Durchmesser von 35 cm und passt daher nicht aufs Backblech von 31.5 cm auf 38 cm.

”
Kein

Problem“, sagt Freundin Uta,
”
halbiere sie doch und . . .“. Welchen Tipp Uta hatte, wissen wir

nicht. Mit welchen Maßen eines Bleches kannst du zwei halbe Pizzas auf dem Blech unterbrin-
gen? Natürlich können die obigen realistischen Maße variiert oder sogar durch Variable ersetzt
werden; gefragt ist bei einem Kreisradius r generell nach den möglichen Seitenlängen l und b des
umbeschriebenen Rechtecks.

Lösungen

Nach einigem Pröbeln mit den konkret vorgegebenen Massen merkt man schnell, dass die beiden
Halbkreise mit ihren Begrenzungsdurchmessern aneinander liegen sollten, allerdings leicht zuein-
ander verschoben, so dass sie zusammen keinen Vollkreis mehr bilden.
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Ich habe zunächst mit r = 6 cm gearbeitet. Daraus folgt dass alle Maße mit dem Faktor 12/35
verkürzt werden. Das rechteckige Backblech hat also die Maße 10.8 cm auf etwa 13.02857 cm. Das
erste mit Cabri gezeichnete Bild zeigt bereits, dass die beiden Halbkreise mit Radius 6 cm bei
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einer Verschiebung von 1.5 cm auf einem Blech von 10.8 cm auf 12.90 cm Platz finden. Dazu habe
ich von den beiden frei liegenden Ecken der Halbkreise je die Tangente an den anderen Halbkreis
und anschliessend senkrecht dazu stehende Tangenten an die beiden Halbkreise gelegt, so dass das
minimale umschreibende Rechteck entsteht. Man schöpft also bei einer Verschiebung von 1.5 cm
die gegebene Länge des Backblechs nicht ganz aus.

Mit Hilfe der nächsten Abbildung wollen wir bei gegebenem Radius r und angenommenem Ver-
schiebungsparameter t, mit dem die beiden Halbkreise gegeneinander versetzt sind, berechnen,
welche Länge l und Breite b sich mit der beschriebenen Tangentenkonstruktion ergeben. Dabei
verwenden wir die Hilfsgrössen v, d und w gemäss Eintrag in der Abbildung.
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Mit Pythagoras berechnen wir zuerst

v =
√

(r + t)2 − r2 =
√

2rt + t2 =
√

t(2r + t) .

Mit Ähnlichkeit folgt

d : t = v : (r + t)

und damit d = t
r+t

√
t(2r + t). Die Länge l ergibt sich aus l = 2r + d und damit

l(t) = 2r +
t

r + t

√
t(2r + t) .
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Für die Breite b = r + w müssen wir noch die Hilfsgrösse w mittels Ähnlichkeit berechnen:
w : r = r : (r + t), womit sich w = r2

r+t ergibt. Insgesamt erhalten wir

b(t) = r + w = r +
r2

r + t
=

2r2 + rt

r + t
=

r

r + t
(2r + t) .

Die nebenstehende Abbildung zeigt für
r = 1 die Funktionen l(t) und b(t) für
den Bereich 0 < t < 1. Ausserdem ist
auch die Rechtecksfläche F (t) = l(t) ·
b(t) dargestellt. Die minimale Recht-
ecksfläche wird für t ≈ 0.220364 er-
reicht, was einer Breite von b ≈ 1.8194
bei r = 1 entspricht. Für r = 17.5 cm
ergibt sich eine Breite von 31.8395 cm,
was etwas mehr als die ursprünglich ge-
gebene Breite von 31.5 cm ist. Wählen
wir t etwas grösser, nämlich t = 0.25,
erhalten wir b = 1.8, was auf eine Brei-
te von genau 31.5 cm führt. Die Masse
des ursprünglich gegebenen Backblechs
liegen also nahe bei der für den Durch-
messer von 35 cm minimalen Fläche.

Um die gestellte Aufgabe noch
vollständiger zu bearbeiten, müsste
man auch rechteckige Backbleche
untersuchen mit genügend grosser
Länge, aber einer Breite, die zwischen
einem und zwei Radien der Pizza liegt.
Dann können die beiden Pizzahälften
auch so platziert werden, dass deren
begrenzende Durchmesser punktsym-
metrisch zur Mitte des Blechs auf den
Längsseiten liegen und sich die beiden
Kreisbogen im Zentrum des Blechs
berühren. Berechnet man nun die not-
wendige minimale Länge des Blechs,
erhält man l = 2r +

√
(2r)2 − b2.

Für die gegebenen r = 17.5 cm und
b = 31.5 cm ergibt sich in dieser
Anordnung allerdings l ≈ 50.256 cm,
was viel mehr als die gegebene Länge
ist.

l = 2
t t 2 t+

1 t+
+

t

b = 
2 t+

1 t+

F = 
2 t+

1 t+
2

2 1 t+ t t 2 t++
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 0.220364 / 3.86867 
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Vom	
  Kindergarten	
  bis	
  zur	
  Hochschule	
  –	
  Mathematik	
  im	
  Unterricht	
  heute	
  
Zentrale	
  Aspekte	
  des	
  Mathematiklernens	
  gelten	
  vom	
  Kindergarten	
  bis	
  zur	
  Hochschule.	
  In	
  dieser	
  Vortragsreihe	
  
der	
   Fachbereiche	
   Mathematik	
   der	
   PH	
   Zürich	
   und	
   der	
   ETH	
   Zürich	
   soll	
   vorgestellt	
   werden,	
   was	
   für	
   den	
  
Mathematikunterricht	
   aller	
   Stufen	
   wesentlich	
   ist	
   –	
   theoretisch	
   fundiert	
   und	
   praktisch	
   illustriert.	
   Diese	
  
Veranstaltung	
  richtet	
  sich	
  an	
  Lehrpersonen	
  aller	
  Stufen	
  sowie	
  an	
  Mathematikunterricht	
  Interessierte.	
  

	
  

Donnerstag,	
  27.	
  August	
  2015	
  in	
  Zürich	
  
17:15	
  bis	
  18:45	
  Uhr	
  	
  	
  Vortrag	
  mit	
  anschliessendem	
  Apéro	
  	
  (Eintritt	
  frei)	
  

Reinhard	
  Hölzl	
  (PH	
  Luzern)	
  

Musterschüler	
  -­‐	
  Proben	
  mathematischen	
  Denkens	
  bei	
  Kindern	
  und	
  Jugendlichen	
  

Mathematik	
  als	
  Wissenschaft	
  deckt	
  auf	
  eine	
  spezifische	
  Weise	
  Regelmässigkeiten	
  und	
  
Muster	
  auf	
  und	
  versucht	
  deren	
  inneren	
  Zusammenhang	
  zu	
  beschreiben.	
  Auch	
  auf	
  der	
  
Volksschule	
  werden	
  Muster	
  und	
  Gesetzmässigkeiten	
  bei	
  Zahlen	
  und	
  Zahloperationen,	
  
bei	
  geometrischen	
  Figuren	
  und	
  Abbildungen	
  eingehender	
  betrachtet.	
  	
  

	
  

Das	
  dahinter	
  stehende	
  Ideal,	
  im	
  wortwörtlichen	
  Sinne	
  Musterschüler	
  auszubilden,	
  
geht	
  dem	
  Mathematikunterricht	
  im	
  Alltagsgeschäft	
  gelegentlich	
  aber	
  verloren,	
  und	
  
dies	
  obwohl	
  Lernende	
  durchaus	
  Intuitionen	
  für	
  solche	
  Regelhaftigkeiten	
  besitzen	
  und	
  
einbringen	
  könnten.	
  	
  

	
  

Im	
  Vortrag	
  berichte	
  ich	
  von	
  einem	
  eher	
  untypischen	
  Mathematikwettbewerb,	
  den	
  wir	
  
vor	
  einigen	
  Jahren	
  im	
  Rahmen	
  eines	
  Begabtenseminars	
  (WINGS)	
  in	
  der	
  Zentralschweiz	
  durchgeführt	
  hatten	
  und	
  
dessen	
  Produkte	
  wie	
  Eisenspäne	
  im	
  Magnetfeld	
  eine	
  Ausrichtung	
  auf	
  den	
  Universalauftrag	
  der	
  Mathematik	
  
nahelegen.	
  	
  
	
   	
  

Und	
  nicht	
  nur	
  für	
  die	
  Elite.	
  
	
  
	
  
Prof.	
  Dr.	
  Reinhard	
  Hölzl	
  ist	
  Dozent	
  für	
  Mathematik	
  und	
  ihre	
  Didaktik	
  an	
  der	
  PH	
  Luzern.	
  Nach	
  dem	
  Studium	
  der	
  
Mathematik	
  an	
  den	
  Universitäten	
  Regensburg	
  und	
  München	
  promovierte	
  und	
  habilitierte	
  er	
  am	
  Lehrstuhl	
  für	
  
Didaktik	
  der	
  Mathematik	
  der	
  Universität	
  Augsburg.	
  Er	
  unterrichtete	
  mehrere	
  Jahre	
  an	
  der	
  Kantonsschule	
  Seetal	
  
bevor	
  er	
  an	
  die	
  PH	
  Luzern	
  wechselte	
  und	
  mithalf	
  diese	
  aufzubauen.	
  	
  

Herzlich	
  laden	
  ein	
  

	
  
Norbert	
  Hungerbühler	
  (ETH	
  Zürich)	
  und	
  	
  
René	
  Schelldorfer	
  (PH	
  Zürich)	
  

Veranstaltungsort	
  
ETH	
  Zürich,	
  Hauptgebäude	
   Tram	
  Linie	
  6	
  oder	
  10	
  ab	
  HB	
  bis	
  «ETH/Unispital»,	
  
Rämistr.	
  101,	
  8092	
  Zürich	
   Linie	
  9	
  ab	
  Bellevue	
  bis	
  «ETH/Unispital»,	
  
Hörsaal:	
  	
  	
  HG	
  F	
  3	
  


