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Zusammenfassung

Die statistische Visualisierung benutzt graphische Methoden um Erkenntnisse aus Daten zu
gewinnen. Wir zeigen wie mit dem Verfahren der Hauptkomponentenanalyse die Sterblichkeit in
Spanien im Laufe der letzten hundert Jahre analysiert werden kann. Diese Datenzerlegung zeigt so-
wohl erwartete geschichtliche Ereignisse auf, als auch einige, teilweise iiberraschende Entwicklungen
der Sterblichkeit im Laufe der Zeit.

1 Datenvisualisierung

Die statistische Analyse beschéftigt sich mit Datensédtzen. Einfache Datensdtze bestehen im Grunde
aus (einer Ansammlung von) Tabellen, die eine Liste von Variablen mit ihren dazugehorigen Werten
an bestimmten Datenpunkten (Messpunkten) enthalten. Ein Datensatz kann beispielsweise eine Liste
von Orten und die Temperatur, die am dritten Februar 1900 um 9 Uhr an ihnen gemessen wurde,
enthalten. Oder es handelt sich um eine Liste aller Schiiler, die eine bestimmte Schule besuchen, zu-
sammen mit ihrer Koérpergrofe und ihrem Alter. Fine statistische Analyse solcher Datensétze nutzt
Verfahren um aus den gegebenen Rohdaten Erkenntnisse zu gewinnen, z.B. dass zwdlfjahrige Kinder
eher 150 cm als 190 cm gro® sind.'. Ein sehr wichtiger, aber leider allzu oft vernachlissigter Teil der
statistischen Analyse besteht darin, sich den Datensatz anzuschauen — zu visualisieren. Gebrauchliche
Visualisierungsverfahren zeigen sich in Form von Graphen und Diagrammen. Weil bei modernen, kom-
plexen Datensétzen nicht immer ganz klar ist wie sie visualisiert werden sollen, handelt es sich hierbei
um ein aktives Forschungsgebiet.

In diesem Schnappschuss beschéftigen wir uns hauptséchlich mit Kurven als Datenobjekten und ver-
wenden Begriffe aus der objektorientierten Datenanalyse (OODA, Object Oriented Data Analysis),
welche von Wang und Marron [4]| geprigt wurde. Eine ausfiihrliche Abhandlung dieses Konzepts und
eine weiterfiithrende Diskussion des hier untersuchten Datensatzes findet sich bei Marron und Alonso
[1].

Anhand eines Datensatzes, der Daten zur Sterblichkeit enthélt, stellen wir die Hauptkonzepte der
OODA-basierten Datenvisualisierung vor. Unter Sterblichkeit verstehen wir die Wahrscheinlichkeit da-
fiir, dass eine Person bei einer bestimmten Populationsstufe (z.B. in einem bestimmten Alter) stirbt.
Bei einer gegebenen Gruppe von Leuten in einem gegebenen Zeitraum wird die Sterblichkeit quantifi-
ziert indem die Anzahl der Verstorbenen durch die Gesamtgréfe der Gruppe geteilt wird. In unserem
Beispiel besteht der beobachtete Zeitraum aus den Kalenderjahren 1908 bis 2002. Fiir jedes dieser
Jahre werden die Menschen nach Alter von 0 bis 90 gruppiert und die entsprechende Sterblichkeitsrate
berechnet. Ein solcher Datensatz, der fiir den ménnlichen Anteil der spanischen Bevolkerung erhoben
wurde, ist in Abbildung 1 wiedergegeben. Jede der Kurven im linken Diagramm entspricht dabei einem
Jahr (1908-2002) und ist als Graph der Sterblichkeit dargestellt, welche auf der vertikalen Achse auf-
getragen ist und als Funktion des auf der horizontalen Achse aufgetragenen Alters interpretiert wird.

Weitere Beispiele der statistischen Analyse gibt es im Schnappschuss 6/2014 “Statistics and dynamical phenomena”
von H. Tong.
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Abbildung 1: Links: Unbearbeitete, mit einer Standardpalette eingeférbte Sterblichkeitskurven mit
der Sterblichkeit (mortality) auf der vertikalen Achse. Rechts: Logarithmierte Sterblichkeitskurven.
Die logarithmische Skalierung wirkt natiirlicher, die einzelnen Jahre werden durch die Farben des

Regenbogens unterschieden. Diese Kurven zeigen nicht nur allgemeine, altersbedingte Effekte, sondern
auch einen auf sinkende Sterblichkeit hinweisenden Langzeittrend.

Die Kurven der verschiedenen Jahre unterscheiden sich in ihrer Farbe — ein Feature, das die meisten
Visualisierungsprogramme von Haus aus anbieten. In unserem Fall wurde die aus sieben Farben beste-
hende Standardpalette des Matlab-Softwarepakets verwendet, mit dem die obigen Graphiken erzeugt
wurden.

Die Darstellung unserer Daten im linken Diagramm wird dadurch eingeschrankt, dass ein Grofsteil der
Variation zwischen den Kurven nur schwer erkennbar ist. Das liegt daran, dass die Werte der Sterb-
lichkeit sich iiber mehrere Grofienordnungen erstrecken und es somit schwierig wird kleine Werte zu
unterscheiden — vor allem in den Kindheitsjahren, wo alle Kurven sich im Wesentlichen bei 0 befinden.
Ein gebrauchlicher Ansatz dieses Visualisierungsproblem zu 16sen ist den Logarithmus der Daten dar-
zustellen. Der Logarithmus einer Zahl ist diejenige Potenz zu der eine andere Zahl (in unserem Fall die
10) erhoben werden muss, so dass sich dadurch die erste Zahl ergibt; beispielsweise ist der (Zehner-
)Logarithmus von 100 die 2, denn 10? = 100. Weil die Unterschiede zwischen den Kurven sehr klein
sind — kleiner als 0,1 — werden die Logarithmen der Sterberaten und ihre Unterschiede betragsméafig
(also im Sinne des Absolutbetrags) zu relativ grofen, negative Zahlen. An einer Stelle, an welcher der
Wert eine Kurve beispielsweise nur das 0, 001-fache einer anderen Kurve betrigt, unterscheiden sich die
beiden Kurven bei einer logarithmischen Skalierung um drei Léngeneinheiten (denn 0,001 = 1073)2,
Dieser Effekt zeigt sich im rechten Diagram, wo die Logs (Abkiirzung fiir Logarithmen) der Kurven
dargestellt sind und sich die Unterschiede bei jedem Alter deutlicher abzeichnen.

Eine weitere Einschrénkung des linken Sterblichkeitsdiagramms besteht darin, dass wir kaum erkennen
kénnen welche Kurve zu welchen Jahr gehort. Dieses Problem wird im rechten Diagramm von Abbil-
dung 1 durch den Einsatz einer anderen Farbpalette beseitigt. Hier wird ein einziger Farbzyklus fir die
Jahre 1908 bis 2002 verwendet, dessen Farben ein Regenbogenschema durchlaufen. Dieser beginnt fiir
das Jahr 1908 bei blau, durchlduft die Farben cyan, griin und gelb und farbt schliefslich die Kurve fiir
das Jahr 2002 rot ein. Dieses Farbschema zeigt einen klaren Trend: im Laufe des letzten Jahrhunderts
gab es eine stetige, allgemeine Besserung (d.h. eine Senkung) der Sterblichkeit in der ménnlichen, spa-

2Nebenbei bemerkt ist diese Herangehensweise auch dann sehr niitzlich, wenn starke Variationen zwischen grofen,
positiven Zahlen vorliegen. Dadurch, dass der Logarithmus aus sehr grofen Zahlen wesentlich kleinere macht (wir ersetzen
mit ihm z.B. 100 durch 3), kénnen wir die Werte eines Datensatzes wesentlich iiberschaubarer machen; dieser Trick wird
beispielsweise in Abbildung 3 des Schnappschusses 5/2015 Chaos and chaotic fluid mizing von T. Solomon verwendet.
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Abbildung 2: Links: Die Mittelwertskurve mit den allgemeinen Alterseffekten. Rechts: Residualkurven,
welche die allgemeine Verbesserung der Sterblichkeit zeigen und keine Alterseffekte aufweisen.

nischen Bevolkerung. Das liegt vor allem an dem Fortschritt der Medizin und der Verbesserung des
Gesundheitswesens in diesem Zeitraum.

2 Kurven als Datenobjekte

Bis jetzt bestanden die Daten, die wir analysierten — unser Datensatz — aus Sterblichkeitsraten, Al-
tersklassen und Jahren. Um diese Daten besser zu verstehen, haben wir sie auf verschiedene Arten
visualisiert. Wir gehen nun einen Schritt weiter und moéchten wissen, ob wir noch mehr Informationen
gewinnen konnen, indem wir die Kurven selbst als zu analysierende Daten auffassen. Wenn wir die
Kurven als Datensatz auffassen, liegt es nahe ihre Mittelpunkte zu betrachten. Das linke Diagramm
von Abbildung 2 zeigt die Kurve, welche wir erhalten, wenn wir an jeder Stelle (der horizontalen Achse)
den Mittelwert aller Kurven im rechten Diagramm von Abbildung 1 berechnen. An dieser Mittelwert-
kurve erkennen wir den erwarteten, menschlichen Lebenszyklus. Ganz links ist die Kurve hoch, denn es
ist gefdhrlich ein Sdugling zu sein. Danach, in den Kindheitsjahren, fillt die Sterblichkeit rasant ab um
iiber die Lebensjahre hinweg schrittweise anzusteigen: schlielich haben &ltere Menschen im Verhéltnis
zu jingeren ein hoheres Todesrisiko.

Etwas {iberraschend wirken méglicherweise die kleinen Spitzen. Diese tauchen jedoch nicht zu zufélligen
Zeitpunkten auf, sondern kommen in gleichen Abstédnden vor. Aufierdem zeigen sie sich nur bei deka-
dischen Altern (Vielfachen von Zehn). Das liegt daran, dass diese Spitzen ein Uberbleibsel schlechter
Buchhaltung in den fritheren Zeitabschnitten unseres Gesamtzeitraums sind. Wenn in fritheren Zeiten
ein alter Mensch starb, war sein genaues Alter manchmal ungewiss. Deswegen wurde in solchen Féllen
das amtliche Sterbealter einfach gerundet. Das zeigt sich klarerweise in den Spitzen bei den dekadischen
Alterszahlen und den unmittelbar davor und danach liegenden Télern.

Auch wenn die Mittelwertskurve schon fiir sich interessant ist, ergeben sich zusétzlich Erkenntnis-
se, wenn wir genauer auf die Variation um den Mittelwert achten. Eine einfache Darstellung dieser
Variation ist im rechten Diagramm von Abbildung 2 gegeben, ndmlich durch die Residuen (um den
Mittelwert). Diese Kurven gehen von den Datenkurven aus dem rechten Diagramm von Abbildung 1
hervor nachdem die Mittelwertskurve aus dem linken Diagramm von Abbildung 2 von ihnen abgezo-
gen wurde. Wie erwartet ist die allgemeine Verbesserung (Senkung) der Sterblichkeit deutlich in diesen
Residualkurven zu erkennen. Zudem sind die oben erwdhnten altersbedingten Auswirkungen auf die
Sterblichkeit verschwunden, was zeigt, dass sie allgemeine Effekte sind, die sich nicht merklich mit der
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Abbildung 3: Links: Der Loadings-Plot fiir die erste Hauptkomponente (PC1). Dieser zeigt, dass die
allgemeine Verbesserung der Sterblichkeit die Hauptursache der Datenvariation darstellt. Links: Der
dazugehorige Score-Plot der ersten Hauptkomponente (PC1), der die Hauptursache der Variation ge-
nauer beschreibt.

Zeit verandern.

Eine genauere Betrachtung der Daten ist im linken Diagramm von Abbildung 3 zu sehen. Dieses
Diagramm wird Loadings-Plot der ersten Hauptkomponente (PC1, principal component 1) genannt. Bei
diesem Verfahren werden starke Unterschiede hervorgehoben indem die weniger starken herausgefiltert
werden.

Um dieses Vorgehen zu verstehen ist es hilfreich iiber den Raum der Kurven nachzudenken. Dieser ist
ein Raum, der fiir jede Variable — jede Altersklasse — eine Dimension besitzt. In Abbildung 1 haben
wir beispielsweise eine Dimension fiir die verschiedenen Altersklassen und eine fiir die Sterblichkeit.
Somit ist jeder Punkt in diesem (zweidimensionalen) Raum durch die Sterblichkeit einer bestimmten
Altersklasse festgelegt. Rdume, in denen wir uns fiir die Werte der Punkte in ihren verschiedenen
Dimensionen (welche Koordinaten genannt werden) interessieren, heifen Vektorrdume. Thre Punkte
nennen wir Vektoren. In unserem neuen Vektorraum représentiert jeder Punkt (Vektor) eine ganze
Sterblichkeitskurve; das bedeutet, dass jeder Punkt die Sterblichkeit aller Altersklassen in einem be-
stimmten Jahr kodiert. Jetzt, wo wir einen Raum fiir unsere Kurven haben, markieren wir in ihm
die Residuen um den Mittelwert aus dem rechten Diagramm von Abbildung 2, um die Richtung der
maximalen Varianz?® zu bestimmen. Jeder Datenpunkt (d.h. jede Residualkurve) kann nun auf diesen
Richtungsvektor projiziert werden. Wir kénnen uns diese Projektion wie folgt vorstellen: wir messen
wo der Schatten jedes Punktes auf die Gerade in Richtung der maximalen Variation fallt. Die resultie-
renden Kurven, die als Punkte repréisentiert auf einer gemeinsamen Gerade liegen, werden Vielfachen
dieses gemeinsamen Richtungsvektors sein. Das zeigt sich im linken Diagramm von Abbildung 3, wo
die projizierten Punkte (wieder als Sterblichkeitskurven) Vielfachen der gleichen Form sind (wobei
negative Vielfache sich wie Spiegelbilder verhalten). Dieses Verfahren offenbart gewissermafen die Va-
riation zwischen den Datenpunkten im Hinblick auf die grofte Variationsursache. Sowohl die Léngen
der projizierten Punkte (ihre Scores) als auch die Formen der Kurven liefern niitzliche Erkenntnisse.

Die gemeinsame Gestalt der Kurven spiegelt auch die erwartete Tatsache wieder, dass Verbesserungen
des allgemeinen Gesundheitswesens im Grunde der ganzen Bevilkerung nutzen. Allerdings schrumpft
die Hohe der Besserung bei ansteigendem Alter, denn auch die positiven Auswirkungen des medizini-
schen Fortschritts lassen gerade bei steigenden Lebensalter nach. Auch in dieser Betrachtung sind die
Zacken bei den dekadischen Altersgruppen, die wir schon in der Mittelwertskurve auf der linken Seite

3Einfach ausgedriickt, misst die Varianz wie stark die Werte eines Datensatz streuen.
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von Abbildung 2 beobachteten, ein wichtiges Merkmal. Diesmal gehen sie jedoch in den frithen Jahren
(des Gesamtzeitraums) nach oben, was zeigt, dass das Runden des Sterbealters gerade in diesen frithen
Jahren haufiger vorkam. Spéter zeigen die Zacken nach unten, was daran liegt, dass dieser Alterseffekt
spater verschwunden ist und wir hier ja immer die Differenz zum Mittelwert betrachten.

Eine genauere Betrachtung der Scores ist im rechten Diagramm von Abbildung 3 wiedergegeben?.
Diese sind die Koeffizienten der Projektion auf die erste Hauptkomponente. Jeder Punkt entspricht
einer Sterblichkeitskurve, wobei die horizontale Koordinate anzeigt, wo genau sie auf dem Vektor in
Richtung der maximalen Varianz liegt. Weil wir mit den Residualkurven arbeiten, entspricht hier die
Mittelwertkurve dem Nullpunkt. Je weiter also der Score eines Punktes von der Null entfernt ist,
desto hoheren Abstand hat die entsprechende Kurve von der Mittelwertkurve — und umso mehr hat
sie zu den Mittelwerten beigetragen, sei es positiv oder negativ. Die Farben der Punkte entsprechen
wieder den Jahren. Aufserdem sind sie genau in ihrer Reihenfolge vertikal angeordnet — die fritheren
Jahre befinden sich unten, die spéteren oben im Diagramm. Der lila-blaue Punkt ganz rechts steht
fiir das Jahr 1918. Er besitzt den hoéchsten positiven Score, was bedeutet, dass er am meisten zum
Mittelwert beigetragen hat. In diesem Jahr trat das vielleicht wichtigste, epidemiologische Ereignis
der Weltgeschichte ein. Die Soldaten, die aus dem ersten Weltkrieg zuriickkehrten, brachten einen
furchtbaren Abkommling der Grippe mit sich, der Millionen von Menschen auf der ganzen Welt totete.
Die hohe Todeszahl in Spanien in diesem Jahr spiegelt sich durch die Position dieses Punktes wieder.
Dass es sich bei diesem Punkt um einen Ausreifser handelt, ist auch schon aus der Visualisierung der
Rohdaten im rechten Diagramm von Abbildung 1 erkennbar (dargestellt durch die magentafarbene
Kurve). In den Jahren danach gab es allgemeine Verbesserungen, die bis zum néchsten Schwung nach
rechts anhielten. Es wire denkbar, dass es sich hierbei um eine Auswirkung des zweiten Weltkrieg
handelt, aber tatsédchlich war Spanien in diesem Jahr gar nicht an den Kampfhandlungen des Krieges
beteiligt. Stattdessen représentieren die hellblauen Punkte die spéten dreiffiger Jahre, als in Spanien
ein grausamer Biirgerkrieg ausgetragen wurde. Danach riicken die Punkte wieder nach links, vor allem
nachdem sich das allgemeine Gesundheitswesen im Laufe der Zeit verbessert hatte.
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Abbildung 4: Links: Der Loadings-Plot fiir die zweite Hauptkomponente (PC2). Rechts: Der dazuge-
horige Score-Plot.

Abbildung 4 zeigt noch genauer, wie sich die Sterblichkeit {iber die Jahre verdnderte. In dieser Ab-
bildung wird die zweite Hauptkomponente (PC2) betrachtet. Das entsprechende Verfahren gleicht
demjenigen fiir die erste Hauptkomponente (PC1), nur dass wir jetzt denjenigen Richtungsvektor der
maximalen Variation betrachten, der senkrecht auf der Richtung steht, die wir bei der ersten Haupt-
komponente verwendeten. Dabei wird gewissermafien die Variation der ersten Richtung ignoriert um

“Die dunkle Kurve im Hintergrund des rechten Diagramms (und in Abbildung 4) ist die geschdtzte Dichte. Sie zeigt
wie wahrscheinlich die verschiedenen Score-Werte fiir die Kurven sind
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die néchstgrofere Variation hervorzuheben. Die graphische Darstellung der Loadings besteht wieder
aus den Vielfachen einer einzelnen Kurve, wobei ihre Farben die entsprechenden Jahre kodieren. In
diesem Fall ist das Farbschema weniger leicht zu interpretieren. Das Hauptmerkmal an dieses Kur-
venmusters ist jedoch, dass diese Richtung die Differenz zwischen der Gruppe der 20- bis 45-jahrigen
Ménner und der tibrigen, aus allen jiingeren und &lteren bestehenden Gruppe, darstellt.

Wihrend die Farbmuster im linken Diagramm kein ganz klares Bild liefern, zeigen sich im dazugehori-
gen Scores-Plot auf der rechten Seite (was dasselbe Format wie in Abbildung 3 besitzt) einige deutliche
Entwicklungen. Wieder treten das Jahr 1918 (lila) und der Spanische Biirgerkrieg (hellblau) deutlich
hervor, weil die 20 bis 45 Jahre alten Manner wahrend dieser Jahre in vergleichsweise hoherer Zahl
verstorben sind. Danach ergibt sich eine Besserung bis zu der Mitte der fiinfziger Jahre (griin). In den
Fiinfzigern stieg die Sterblichkeit erneut (nicht fiir alle, aber gerade fiir 20- bis 45-jahrige Ménner).
Zu dieser Zeit wurden Automobile erschwinglich und die Neigung zu gefdhrlichem Fahrverhalten in
gerade dieser demographischen Gruppe fiihrte zu einer stetig wachsenden Sterblichkeitsrate. Gliickli-
cherweise kehrte sich dieser Trend in den frithen Neunzigern (orange bis rot) dank der Einfithrung von
Sicherheitsgurten und anderen Sicherheitsmaftnahmen im Verkehr, sowie verbesserter Strafenplanung,
wieder um.

Diese Beispiele zeigen, wie effektiv die Hauptkomponentenanalyse komplexe Datensédtze von Kurven in
einfacher zu interpretierende Teile zerlegen kann. Mehr iiber dieses Analyseverfahren, oft funktionelle
Datenanalyse genannt, gibt es bei Ramsay und Silverman [2, 3].
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