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Géométries d'hier et d'aujourd'hui :  
inégalités isopérimétriques et géométrie projective  

Colloque annuel de la CRM organisé à Champéry du 14 au 17 septembre 2021 

La CRM a organisé un cours pour les enseignants du secondaire II qui a réuni 6 conférenciers et 48 
participants à l'Hôtel Suisse à Champéry. Ce cours était initialement prévu en 2020 mais, en raison de 
la pandémie, il a été reporté en 2021. Les participants ont pu découvrir la nouvelle salle de conférence 
de l'hôtel. Elle permet d'accueillir l'ensemble des participants dans un cadre agréable avec vue sur le 
massif des Dents du Midi. Elle est équipée de moyens techniques modernes, tels qu’un écran interactif 
et un beamer avec liaison sans fil. Ceux-ci ont demandé une certaine dose d’adaptation de la part des 
conférenciers. Les remarques reçues des participants sur ces moyens permettront de mener une réflexion 
sur le plan technique pour une utilisation future de la salle. 

Le cycle de 10 conférences a débuté par l’introduction de la notion d’inégalité isopérimétrique par Peter 
Buser. Après avoir posé le problème en dimension deux, qui consiste à déterminer parmi tous les 
domaines de ℝ2 de périmètre 𝐿𝐿 donné celui qui a une aire 𝐴𝐴 maximale, il nous a présenté des résultats 
sur les triangles, les quadrilatères et les 𝑛𝑛-gones. Finalement, il a démontré que 𝐿𝐿2 − 4𝜋𝜋𝐴𝐴 ≥ 0 et que le 
cercle est la seule courbe pour laquelle l’égalité est vérifiée. 

Alain Valette a développé, dans la première partie de son exposé, le problème de la complexité des 
algorithmes (𝑃𝑃 versus 𝑁𝑁𝑃𝑃). Il a poursuivi en décrivant un problème d’isopérimétrie dans les graphes, 
qui consiste à comparer le nombre d’arêtes liées à une coupure du graphe au nombre de sommets dans 
les deux parties du graphe constituant cette coupure (problème « sparsest cut »). 

Félix Schlenk a proposé deux conférences sur le calcul des variations au travers d’exemples « simples ». 
Il a exposé des résultats en lien avec les géodésiques dans le plan hyperbolique, avec la brachistochrone 
ou avec le problème qui consiste à déterminer la surface de révolution d’aire minimale entre deux cercles 
parallèles. 

Klaus Volkert et Jean-Daniel Voelke nous ont conjointement permis de parcourir quelques étapes de 
l’histoire de la géométrie projective. Après quelques mots sur la naissance de la perspective, ils nous ont 
fait découvrir le développement de la géométrie projective synthétique en France, de Desargues à 
Poncelet, puis les problèmes de dualité en géométrie projective ainsi que de l’inversion par rapport à un 
cercle. 

Bruno Colbois a terminé la semaine en questionnant la stabilité de l’inégalité isopérimétrique : est-ce 
qu’une courbe de longueur 𝐿𝐿 déterminant une aire proche de 𝐿𝐿2/(4𝜋𝜋) est presque un cercle ? Dans un 
deuxième exposé, il nous a présenté quelques éléments sur les multi-bulles. Pour ce faire, il a quelque 
peu repris la démarche de Peter Buser en proposant des résultats sur les doubles-bulles triangulaires et 
quadrilatères. 

Au terme de ce cours, les participants se sont déclarés satisfaits du niveau scientifique des conférenciers, 
de l’organisation générale du cours et de l’accueil reçu à l’hôtel. 

 Damien Dobler 
 Membre de la CRM 

Zuel[ues rûsultats histori[ues sur le Troduit vectoriel
*hribtian �e#i, *Qllĕge *alpin, chribtian.ae#i@e/m.ge.ch

Le but de cette note est dǶexposer [uel[ues propriûtûs et applications du produit vectoriel [ui jalonnent
lǶhistoire de la gûomûtrie vectorielle, et [ui permettent dǶûtablir un rûsultat clû de Cacobi.

Si histori[uement on associe gûnûralement lǶapparition du produit vectoriel avec celle de la naissance
des [uaternions, et donc ¨ W. _. >amilton (1843), il est ¨ noter [ue ses premiers Ǵbalbutiements
algûbri[uesǴ }gurent dûj¨ chez C. L. Lagrange, plus dǶun demi-siĕcle avant. En particulier, ce dernier
relie dans une formule la norme, le produit vectoriel et le produit scalaire entre eux.

L’identité de Lagrange (1773)[1]. Si !a et !b sont des vecteurs de R3, !a ×!b leur produit vectoriel,
!a ·!b leur produit scalaire et |. . .| la norme, alors

|!a|2|!b|2 = |!a×!b|2 + (!a ·!b)2.

Démonstration. Par un calcul direct, on a

|!a×!b|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= a21b
2
2 + a21b

2
3 + a22b

2
1 + a2b

2
3 + a23b

2
1 + a23b

2
2 − 2(a1a2b1b2 + a1a3b1b3 + a2a3b2b3)

= (a21 + a22 + a23)(b
2
1 + b22 + b23)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2 = |!a|2|!b|2 − (!a ·!b)2.

En fait, cette identitû est une sorte de gûnûralisation de celle de Diophante (dûnommûe parfois aussi
de Brahmagupta-Fibonacci)

(a21 + a22) · (b21 + b22) = (a1b1 − a2b2)
2 + (a1b2 + a2b1)

2,

[ui est ¨ mettre en relation avec les nombres complexes , le produit des carrés des modules égale le
module du produit au carré,

|a1 + ia2|2 · |b1 + ib2|2 = |(a1 + ia2)(b1 + ib2)|2.

LǶidentitû de Lagrange permet de dûmontrer un joli rûsultat relativement peu connu dȿ ¨ Bretschneider.

La formule de Bretschneider (1842)[2]. Si ABCD est un quadrilatère convexe d’aire K dont les
côtés consécutifs mesurent a, b, c, d et les diagonales p, q, alors

16K2 = 4p2q2 − (b2 − a2 + d2 − c2)2.

Démonstration. Posons −−→
AB = !a, −−→BC = !b, −−→CD = !c et −−→

DA = !d et notons [ue !a+!b+ !c+ !d =
−→
0 .

LǶobservation de la }gure ci-dessous permet de dûduire [ue 2K nǶest autre [ue |!p× !q|. DǶoɍ

16K2 = 4|!p× !q|2 = 4p2q2 − 4
(
(!a+!b) · (!b+ !c)

)2
= 4p2q2 − 4

(
!a · (!b+ !c) +!b · (!b+ !c)

)2

= 4p2q2 − 4
(
!a · (−!a− !d) + b2 +!b · !c

)2
= 4p2q2 − 4(−a2 + b2 − !a · !d+!b · !c)2

1
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6igure 1 Ĝ Illustration de la formule de Bretschneider

Pour conclure, il su{t dǶobserver [ue
2(!a · !d−!b · !c) = (!a+ !d) · (!a+ !d)− (!b+ !c) · (!b+ !c)− a2 − d2 + b2 + c2 = b2 − a2 − d2 + c2.

_emar[ue. Si on suppose en plus [ue le [uadrilatĕre ABCD est inscriptible dans un cercle alors en
appli[uant le thûorĕme de Ptolûmûe, pq = ac+ bd, on obtient la formule de Brahmagupta ,

16K2 = (a− b+ c+ d)(a+ b+ c− d)(−a+ b+ c+ d)(a+ b− c+ d).

En ezet, en substituant pq par ac+ bd on a
16K2 = 4(ac+ bd)2 − (b2 − a2 + d2 − c2)2

= (2ac+ 2bd− b2 + a2 − d2 + c2)(2ac+ 2bd+ b2 − a2 + d2 − c2)

= ((a+ c)2 − (b− d)2)((b+ d)2 − (a− c)2)

= (a− b+ c+ d)(a+ b+ c− d)(−a+ b+ c+ d)(a+ b− c+ d).

lne autre relation, attribuûe aussi ¨ Lagrange, relie un produit vectoriel de trois vecteurs ¨ une
dizûrence de deux vecteurs pondûrûe par des produits scalaires.

Lemme. (!a×!b)× !c = (!a · !c)!b− (!b · !c)!a

Démonstration. Par un calcul direct, on obtient ,

(!a×!b)× !c =




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1



×




c1
c2
c3



 =




(a3b1 − a1b3)c3 − (a1b2 − a2b1)c2
(a1b2 − a2b1)c1 − (a2b3 − a3b2)c3
(a2b3 − a3b2)c2 − (a3b1 − a1b3)c1





=




b1(a1c1 + a2c2 + a3c3)− a1(b1c1 + b2c2 + b3c3)
b2(a1c1 + a2c2 + a3c3)− a2(b1c1 + b2c2 + b3c3)
b3(a1c1 + a2c2 + a3c3)− a3(b1c1 + b2c2 + b3c3)



 = (!a · !c)!b− (!b · !c)!a.

Comme corollaire, dûduisons le rûsultat clû dȿ ¨ C. G. C. Cacobi [ui aujourdǶhui encore sǶillustre de
plusieurs maniĕres comme montrû ¨ la }n de lǶarticle.

Adentité de Caco#i (circa 184y). (!a×!b)× !c+ (!b× !c)× !a+ (!c× !a)×!b = !0.

Démonstration. Appli[uons trois fois le lemme prûcûdent
(!a×!b)× !c+ (!b× !c)× !a+ (!c× !a)×!b = (!a · !c)!b− (!b · !c)!a+ (!b · !a)!c− (!c · !a)!b+ (!c ·!b)!a− (!a ·!b)!c = !0

�TTlications surTrenantes et modernes de lǶidentitû de Caco#i
Le rûsultat [ui suit nǶa pas ûtû repûrû dans la littûrature classi[ue.
Adentité de Caco#i généralisée. Si a, b, c, d sont quatre vecteurs quelconques de R3 alors

!a× ((!b− !c)× (!d− !c))−!b× ((!c− !d)× (!a− !d)) + !c× ((!d− !a)× (!b− !a))− !d× ((!a−!b)× (!c−!b)) = !0 (1)

Démonstration. En ezet, en dûveloppant le produit de cha[ue terme, ligne par ligne on a

!a× (!b× !d)− !a× (!b× !c)− !a× (!c× !d)

−!b× (!c× !a) +!b× (!c× !d) +!b× (!d× !a)

+!c× (!d×!b)− !c× (!d× !a)− !c× (!a×!b)

−!d× (!a× !c) + !d× (!a×!b) + !d× (!b× !c),

[ui sǶannule en appli[uant lǶidentitû de Cacobi sur les termes de māme couleur.

Comme consû[uence, dûduisons un autre rûsultat plus moderne (3). Soit i, j, k la base naturelle de R3

dǶorigine O, ABCD un [uadrilatĕre appartenant au plan Oi,j , dont les vecteurs positions sont notûs
!a,!b,!c, !d. Posons ∆X , lǶaire du triangle opposû au sommet X. Par exemple, ∆A = aire(BCD), comme
illustrû ci-dessous.

6igure 2 Ĝ Le [uadrilatĕre ABCD et lǶillustration de ∆A.

*orollaire. Sous les ?vpot?èses ci@dessus on a

∆A !a−∆B
!b+∆C !c−∆D

!d = !0. (2)

Démonstration. LǶinterprûtation gûomûtri[ue du produit vectoriel permet de voir [ue pour cha[ue
terme respectif des sommes (1) et (2) on a par exemple,

!a× ((!b− !c)× (!d− !c)) = R(H(∆A !a)),

oɍ H est une homothûtie de rapport 2 et R est une rotation dǶangle +π
2 dans le plan Oi,j , les deux

transformations ûtant centrûes en O.
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���������_ûfûrences
(1) C. L. Lagrange, Solutions analvtiques de quelques pro#lèmes sur les pvramides triangulaires. Nou-

veaux Mûmoires de lǶAcadûmie _oyale de Berlin, 1773 c Peuvres de Lagrange, vol. 3, pp. 661-692,
Gauthier-Villars, Paris, 1867.

(2) https://mathworld.wolfram.com/BretschneidersFormula.html

(3) C. Aebi et G. Cairns, A vector identity for [uadrilaterals, to appear in *ollege Jat?. C., preprint
availa#le at https://arxiv.org/abs/2106.11860.
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6igure 1 Ĝ Illustration de la formule de Bretschneider

Pour conclure, il su{t dǶobserver [ue
2(!a · !d−!b · !c) = (!a+ !d) · (!a+ !d)− (!b+ !c) · (!b+ !c)− a2 − d2 + b2 + c2 = b2 − a2 − d2 + c2.

_emar[ue. Si on suppose en plus [ue le [uadrilatĕre ABCD est inscriptible dans un cercle alors en
appli[uant le thûorĕme de Ptolûmûe, pq = ac+ bd, on obtient la formule de Brahmagupta ,

16K2 = (a− b+ c+ d)(a+ b+ c− d)(−a+ b+ c+ d)(a+ b− c+ d).

En ezet, en substituant pq par ac+ bd on a
16K2 = 4(ac+ bd)2 − (b2 − a2 + d2 − c2)2

= (2ac+ 2bd− b2 + a2 − d2 + c2)(2ac+ 2bd+ b2 − a2 + d2 − c2)

= ((a+ c)2 − (b− d)2)((b+ d)2 − (a− c)2)

= (a− b+ c+ d)(a+ b+ c− d)(−a+ b+ c+ d)(a+ b− c+ d).

lne autre relation, attribuûe aussi ¨ Lagrange, relie un produit vectoriel de trois vecteurs ¨ une
dizûrence de deux vecteurs pondûrûe par des produits scalaires.

Lemme. (!a×!b)× !c = (!a · !c)!b− (!b · !c)!a

Démonstration. Par un calcul direct, on obtient ,

(!a×!b)× !c =




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1



×




c1
c2
c3



 =




(a3b1 − a1b3)c3 − (a1b2 − a2b1)c2
(a1b2 − a2b1)c1 − (a2b3 − a3b2)c3
(a2b3 − a3b2)c2 − (a3b1 − a1b3)c1





=




b1(a1c1 + a2c2 + a3c3)− a1(b1c1 + b2c2 + b3c3)
b2(a1c1 + a2c2 + a3c3)− a2(b1c1 + b2c2 + b3c3)
b3(a1c1 + a2c2 + a3c3)− a3(b1c1 + b2c2 + b3c3)



 = (!a · !c)!b− (!b · !c)!a.

Comme corollaire, dûduisons le rûsultat clû dȿ ¨ C. G. C. Cacobi [ui aujourdǶhui encore sǶillustre de
plusieurs maniĕres comme montrû ¨ la }n de lǶarticle.

Adentité de Caco#i (circa 184y). (!a×!b)× !c+ (!b× !c)× !a+ (!c× !a)×!b = !0.

Démonstration. Appli[uons trois fois le lemme prûcûdent
(!a×!b)× !c+ (!b× !c)× !a+ (!c× !a)×!b = (!a · !c)!b− (!b · !c)!a+ (!b · !a)!c− (!c · !a)!b+ (!c ·!b)!a− (!a ·!b)!c = !0

�TTlications surTrenantes et modernes de lǶidentitû de Caco#i
Le rûsultat [ui suit nǶa pas ûtû repûrû dans la littûrature classi[ue.
Adentité de Caco#i généralisée. Si a, b, c, d sont quatre vecteurs quelconques de R3 alors

!a× ((!b− !c)× (!d− !c))−!b× ((!c− !d)× (!a− !d)) + !c× ((!d− !a)× (!b− !a))− !d× ((!a−!b)× (!c−!b)) = !0 (1)

Démonstration. En ezet, en dûveloppant le produit de cha[ue terme, ligne par ligne on a

!a× (!b× !d)− !a× (!b× !c)− !a× (!c× !d)

−!b× (!c× !a) +!b× (!c× !d) +!b× (!d× !a)

+!c× (!d×!b)− !c× (!d× !a)− !c× (!a×!b)

−!d× (!a× !c) + !d× (!a×!b) + !d× (!b× !c),

[ui sǶannule en appli[uant lǶidentitû de Cacobi sur les termes de māme couleur.

Comme consû[uence, dûduisons un autre rûsultat plus moderne (3). Soit i, j, k la base naturelle de R3

dǶorigine O, ABCD un [uadrilatĕre appartenant au plan Oi,j , dont les vecteurs positions sont notûs
!a,!b,!c, !d. Posons ∆X , lǶaire du triangle opposû au sommet X. Par exemple, ∆A = aire(BCD), comme
illustrû ci-dessous.

6igure 2 Ĝ Le [uadrilatĕre ABCD et lǶillustration de ∆A.

*orollaire. Sous les ?vpot?èses ci@dessus on a

∆A !a−∆B
!b+∆C !c−∆D

!d = !0. (2)

Démonstration. LǶinterprûtation gûomûtri[ue du produit vectoriel permet de voir [ue pour cha[ue
terme respectif des sommes (1) et (2) on a par exemple,

!a× ((!b− !c)× (!d− !c)) = R(H(∆A !a)),

oɍ H est une homothûtie de rapport 2 et R est une rotation dǶangle +π
2 dans le plan Oi,j , les deux

transformations ûtant centrûes en O.
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