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Résumé

La résolution de certains problémes permet d’introduire et de relier entre eux différents concepts
mathématiques. La situation proposée ci-aprés me semble particulierement favorable & ce genre
d’activité.

1 Le probléeme des permutations sans point fixe

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et n boites également numérotées de 1 & n. On place au
hasard une boule dans chaque boite. Déterminer la probabilité qu’aucune boule ne soit placée dans la
boite portant son numéro. En faisant ’hypotheése que les événements élémentaires sont équiprobables,
il s’agit de calculer le nombre de cas favorables a 1’événement considéré, c’est-a-dire le nombre de
permutations n’ayant aucun point fixe. On appellera dorénavant dérangement un tel événement. Si
le nombre des permutations de I'ensemble E,, = {1,2,...,n} est n!, nous noterons d,, le nombre des
éléments de ’ensemble D,, des dérangements de F,,. Deés lors la probabilité qu’aucune boule parmi les

n boules données ne soit placée dans la boite portant son numéro est égale a p,, = %.

1.1 Premiére relation de récurrence

Calcul de d,, pour quelques petites valeurs de n

n=1 n=2 n=3
E, = {1} Ey = {172} Es = {1’273}
Dy ={} Dy ={(12)} Dy ={(123),(132)}
di =0 do=1 ds =2
n—=4
E,={1,2,3,4}

Dy={(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1234),(1243),(1324),(1342),
(1423),(1432)}
dy=9

Autre point de vue pour le calcul de d4

On peut aussi considérer toutes les permutations f de E4 et Oter celles qui possedent au moins un
point fixe (f(p) = p pour un p € Ey).
Le nombre de permutations de E4 qui contiennent k points fixes est C,f ds_r. On a donc :
dy=4'— (1+C5 dy + C5 da + CF d3)
=24—(1+0+6-1+4-2)
=24-15=9
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Pour ds on trouve :

ds =5 — (1+C] di + C3 dy + C3 d3 + CF dy)
En prolongeant le raisonnement pour d,,, on obtient :

dyp=nl—(1+C" , di+C" 5 dy+-+CP dyy) (1)

On vérifie aisément que 1’on obtient les mémes valeurs que dans le calcul précédent.

1.2 Deuxiéme relation de récurrence

La formule ci-dessus est peu commode, car elle exige le calcul préalable et le stockage de toutes les
valeurs de di, k < n. Nous allons trouver une formule de récurrence qui ne fait intervenir que d,,_1 et
dp—o dans le calcul de d,,.

Partition de I’ensemble D,

Considérons d’abord I’ensemble A,, des permutations de D, telles que f(1) = ket f(k)=1.1lya
n — 1 possibilités de choisir £k = f(1). Le nombre d’éléments de A,, est donc égal a

an=(n—1) dp—2

1 1 1
}/ \‘\ ’//‘ ‘\\ ’/,’ ‘\\
¥ AN # . ¥ .
2 ~ 4 3 ~ 2 4 < 3
3 4 2

Considérons ensuite ’ensemble B,, des permutations de D,,, complémentaire de A,, par rapport a D,,,
et notons b,, le nombre de ces permutations.

feB, & f(1)=ket f(h)=1pour h #k

A chaque permutation f de B, on peut associer une permutation g de ’ensemble {2,3,...,n} comme
suit.
Si f(1) =k et f(h) =1, on pose g(h) = k. Dans les autres cas, g(p) = f(p)

Etant donné que toute permutation se décompose en permutations circulaires disjointes et en tenant
compte que pour chacune de ces dernieres on peut appliquer le schéma ci-dessus, on en déduit alors
qu'une permutation g donnée peut provenir de n — 1 dérangements différents de B,,. On a dés lors

bp=(n—1)dy—1

Finalement,
d, = a, + b,
=n—-1)dp—2+(n—1) dy1
= (0= 1) (dpe1 + dn-2) (2)

Connaissant d; = 0 et do = 1 on peut calculer d,, de proche en proche en ne conservant en mémoire
que les deux dernieres valeurs obtenues.
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1.3 Troisiéme relation de récurrence

On peut améliorer la formule (2) comme suit :

dn = (n - 1) (dn—l + dn—2)
S dy—nd, 1= _(dn—l — (n — 1) dn_g)

Posons u, = d,, —n d,—_1 et montrons que u, = (—1)" en utilisant un raisonnement par récurrence.

n=2
Up =dy —2dy =1-0=1=(-1)?

uz=ds —3dy=2-3-1=—-1=(-1)°

Upt1 =dny1 — (n+1) dp=n (dy +dn-1) — (n+1) dy
=ndy1—dy,= _(dn —-n dnfl)
= = (1)(-1)" = ()

On en déduit que d, —n dp—1 = (—1)" et

dp = (—1)" +n dp_s (3)

1.4 Formule explicite pour le calcul de p,

dy ()" 4ndys (D" dys

n! n! n! (n—1)!
D’ou
(=1)"
Pn = DPn—1+ |
n!
Des lors,
11
P2=57 73
11
p3 = o1 31
111
LS TR TIAT
N e \
b= K Kl @
k=2 k=0

On reconnait le développement de e~!. Ainsi,

i 1
lim p, = -
n—o00 e

De la formule (4), on déduit alors que le nombre de permutations sans point fixe est

N D
dn—m§:—ﬁ—
k=0

36 Numéro 137 Mai 2018



Bulletin

2 Le probleme de permutations avec un nombre donné de points fixes

Intéressons-nous maintenant & la probabilité que k boules exactement aient été bien placées. Consi-
dérons d’abord un ensemble particulier ou exactement k£ boules ont été bien placées. La probabilité
qu’aucune des n — k boules restantes ne soit bien placée est

1 (_1)n—k

1ol4 — — g
L TR Y

On en déduit que le nombre de cas ou, pour I’ensemble particulier choisi, aucune des n — k boules ne
soit bien placée est
(nf]{;)l (1f1+lf...+ﬂ)
' 2! (n—k)!

Comme il y a (Z) manieres de choisir ces k£ boules bien placées, il y a donc

n _1\n—k
<k> (n —k)! (1—1+21!—.~+((n1_)k)!)

éventualités o exactement k boules sont bien placées. La probabilité de retrouver exactement k£ boules
bien placées est ainsi égale a

n _1\n—k
(}) (n—k)! (1—1+%_...+%)
n!
_1\n—k
_n!(n—k)! (1—1+%_...+((n1_)k)!)
a (n— k) kI nl
_1\n—k
_1—1+%_...+((n1%k)!
- k!
n—k ;
1 (=1
= 2 p

On constate que la variable aléatoire indiquant le nombre de boules bien placées suit une loi de Poisson
avec A=1let p=1.

Le probléme présenté dans cet article est également appelé probleme des rencontres. On en trouvera un
exemple d’application dans le probleme des chapeaux de I'exercice 29 p.38 de I'ouvrage "Probabilités”
publié par la CRM.

Mai 2018 Ausgabe 137 37



